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EXPRESSION DE LA DIFFE´RENTIELLE d3
DE LA SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE
EN COHOMOLOGIE BORNE´E RE´ELLE
A. BOUARICH
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Abstract. For discrete groups, we construct two bounded cohomology classes with coef-
ficients in the second space of the reduced real ℓ1-homology. Precisely, we associate to any
discrete group G a bounded cohomology class of degree two noted g2 ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R)).
For G and Π groups and θ : Π → Out(G) any homomorphism we associate a bounded
cohomology class of degree three noted [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)). When the outer homo-
morphism θ : Π → Out(G) induces an extension of G by Π we show that the class g2 is
Π-invariant and that the differential d3 of Hochschild-Serre spectral sequence sends the
class g2 on the class [θ] : d3(g2) = [θ]. Moreover, we show that for any integer n ≥ 0
the differential d3 : E
n,2
3 → E
n+3,0
3 of Hochschild-Serre spectral sequence in real bounded
cohomology is given as a cup-product by the class [θ].
1. Introduction
1.1. Motivation. Soit G un groupe discret et Cnb (G;R) l’espace vectoriel re´el des n-
cochaˆınes borne´es non homoge`nes, c : Gn → R. La diffe´rentielle de degre´ n ≥ 0 d’une
n-cochaˆıne c est de´finie par,
(1) Pour n ≥ 1 et pour tout (g0, g1, . . . , gn) ∈ G
n+1 on pose,
dnc(g0, g1, . . . , gn) = c(g1, . . . , gn) +
i=n∑
i=1
(−1)ic(g0, g1, . . . , gi−1gi, gi+1, . . . , gn)
+ (−1)n−1c(g0, g1, . . . , gn−1)
(2) d0 : C
0
b (G,R)→ R est l’application nulle.
L’homologie du complexe diffe´rentiel (C∗b (G;R), d∗) s’appelle la cohomologie borne´e
re´elle du groupe G au sens de Gromov (cf. [15]) et est note´e H∗b (G,R).
Dans [3] et [4], en adaptant au contexte de cohomologie borne´e re´elle les me´thodes de
construction du deuxie`me et du troisie`me groupe de cohomologie ordinaire d’un groupe
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G a` la donne´e d’une extension de groupes discrets 1 → G
i
−→ Γ
σ
−→ Π → 1 nous avons
associe´ la suite exacte a` quatre termes,
0 −→ H2b (Π,R)
σb−→ H2b (Γ,R)
ib−→ H2b (G,R)
Π δ−→ H3b (Π,R)(1)
dans laquelle l’homomorphisme H2b (G,R)
Π δ−→ H3b (Π,R) s’appelle ope´rateur de trans-
gression, et ou` H2b (G,R)
Π de´signe le sous-espace des classes de cohomologie borne´e re´elle
de degre´ deux invariantes par l’action du groupe Π qui est induite par la repre´sentation
exte´rieure θ : Π −→ Out(G) associe´e a` l’extension 1→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π→ 1.
La suite exacte (1) sugge`re qu’il existe une the´orie des suites spectrales en cohomologie
borne´e. En effet, A. Noskov [23] (Voir aussi N. Monod et M. Burger [21]) a prouve´ qu’on
peut associer a` une extension de groupes discrets 1 → G
i
−→ Γ
σ
−→ Π → 1 une suite
spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie borne´e re´elle (E
p,q
r
, dr) qui converge vers la
cohomologie borne´e re´elle du groupe Γ. Cependant, pour expliciter le second terme Ep,q2 ,
A. Noskov a stipule´ dans [23] que les espaces de cohomologie borne´e Hqb (G,R) soient des
espaces de Banach (voir aussi [21] cf. pr. 4.2.2 p. 264), or cette hypothe`se n’est pas
toujours remplie quand la dimension de l’espace vectoriel re´elle Hqb (G,R) est infinie [24].
Dans [6], pour contourner l’hypothe`se demande´e par [23] et [21], nous nous sommes place´
dans la cate´gorie des espaces vectoriels re´els semi-norme´s pour prouver que tout complexe
diffe´rentiel (K∗, d∗) qui est muni d’une filtration positive de´croisante re´gulie`re induit une
suite spectrale convergente (E∗,∗r , d
∗,∗
r ) dont les termes sont des espaces vectoriels semi-
norme´s identifie´s a` une bijection line´aire continue pre`s (cf. 3.2.1). Ainsi, par exemple, a`
une extension de groupes discrets 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 nous pouvons associer une
suite spectrale de Hochschild-Serre (E
p,q
r
, dr) dont les termes sont des espaces vectoriels
semi-norme´s et qui converge vers la cohomologie borne´e re´elle Hp+qb (Γ,R). De plus, il
existe une bijection canonique continue, non ne´ce´ssairement bicontinue, qui est de´finie sur
le second terme Ep,q2 a` valeurs dans l’espace vectoriel re´el semi-norme´ H
p
b (Π,H
q
b (G,R))
de la cohomologie borne´e avec coefficients ; ceci meˆme si l’espace vectoriel semi-norme´
Hqb (G,R) n’est pas se´pare´ (cf. 3.2.2).
En conse´quence de ce re´sultat nous pouvons associer a` toute extension de groupes discrets
1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 la suite exacte a` cinq termes (cf. [23], [21] et [6]) :
0 −→ H2b (Π,R)
σb−→ H2b (Γ,R)
ib−→ H2b (G,R)
Π d3−→ H3b (Π,R)
σb−→ H3b (Γ,R)(2)
qui diffe`re de la suite exacte (1) par le terme supple´mentaire H3b (Γ,R) et au lieu de
l’ope´rateur de transgression δ : H2b (G,R)
Π −→ H3b (Π,R) nous avons la diffe´rentielle
d3 : E
0,2
3
= H2b (G,R)
Π −→ E
3,0
3
= H3b (Π,R). Ainsi, suite a` ces remarques, on se pro-
pose dans ce travail de comparer les deux ope´rateurs δ : E
0,2
3
−→ E
3,0
3
et d3 : E
0,2
3
−→ E
3,0
3
en suivant le plan que nous de´crirons dans le prochain paragraphe.
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1.2. Pre´sentation des re´sultats. Dans la section 2, nous e´tudions la notion d’homologie
ℓ1 d’un groupe discret G a` coefficients dans un G-module de Banach V . Les espaces
d’homologie ℓ1 seront note´s H
ℓ1
∗ (G,V ) tandis que les espaces de Banach d’homologie ℓ1-
re´duite seront note´s H
ℓ1
∗ (G,V ).
Afin de rendre le contenu de l’article auto suffisant, nous allons consacrer la section 3
a` un bref rappel sur quelques e´le´ments de la cohomologie borne´e utiles pour ce travail.
Plus pre´cise´ment, nous rappelons la notion de la cohomologie borne´e d’un groupe discret a`
coefficients dans un module de Banach V (cf. [6], [15] et [22]), nous de´crivons la construction
des termes d’une suite spe´ctrale (Ep,qr , d
p,q
r ) et nous expliquerons aussi la relation entre les
quasi-morphismes et les 2-cocycles borne´s re´els. Ensuite, nous de´montrerons notre premier
re´sultat principal :
The´ore`me principal A. Pour tout groupe discret G il existe une unique classe de coho-
mologie borne´e a` coefficients triviaux note´e, g2 ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R)), qui posse`de les deux
proprie´te´s suivantes :
(1) g2 est nulle si et seulement si le second groupe de cohomologie borne´e H
2
b (G,R) est
nul.
(2) Pour toute classe de cohomologie borne´e re´elle x ∈ H2b (G,R) on a la relation,
x ∪ g2 = x
ou` le cup-produit ∪ est de´fini par l’entrelacement naturel (dualite´) entre les espaces
de Banach H2b (G,R) et H
ℓ1
2 (G,R).
Dans la section 4, a` partir d’une repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) nous con-
struisons une classe de cohomologie borne´e de degre´ trois note´e [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)), ou`
l’action du groupe Π sur H
ℓ1
2 (G,R) est celle induite par la repre´sentation exte´rieure θ.
Pour construire la classe de cohomologie borne´e avec coefficients, [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)),
nous avons adapte´ au contexte de la cohomologie borne´e avec coefficients les me´thodes
permettant la construction d’une classe de cohomologie ordinaire de degre´ trois a` partir de
la repre´sentation exte´rieure θ : Π→ Out(G) (cf. [17] et [10]).
Dans la section 5, en supposant que la repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) est
induite par une extension de groupes discrets 1 → G
i
−→ Γ
σ
−→ Π → 1 nous de´montrons
que la classe de cohomologie borne´e g2 ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R)) est Π-invariante. Il re´sulte
de cette invariance que g2 de´finit un e´le´ment de E
0,2
3
= H2b (G,H
ℓ1
2 (G,R))
Π. Par ailleurs,
en remarquant que la classe de cohomologie [θ] de´finit un e´le´ment du terme E3,0
3
nous
de´montrons le the´ore`me suivant :
The´ore`me principal B. La diffe´rentielle d3 : E
0,2
3
−→ E3,0
3
de la suite spectrale de
Hochschild-Serre associe´e a` l’extension de groupes discrets 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 en
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cohomologie borne´e a` coefficients dans le Π-module de Banach H
ℓ1
2 (G,R) envoie la classe
g2 sur la classe [θ].
Ensuite, graˆce au re´sultat du the´ore`me principal B nous de´montrons le the´ore`me suivant
qui donne l’expression explicite de la diffe´rentielle d3 en fonction de la classe de cohomologie
borne´e [θ].
The´ore`me principal C. Soit θ : Π −→ Out(G) une repre´sentation exte´rieure induite par
une extension de groupes discrets 1 → G
i
−→ Γ
σ
−→ Π → 1 et soit [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R))
la classe de cohomologie borne´e associe´e a` θ. Alors, pour tout entier n ≥ 0 la diffe´rentielle
d3 : E
n,2
3
→ En+3,0
3
de la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie borne´e re´elle
est donne´e par l’expression :
d3(x) = (−1)
nx ∪ [θ], ∀x ∈ En,2
3
.
En utilisant l’expression explicite de l’ope´rateur de transgression δ : H2b (G,R)
Π →
H3b (Π,R), rappele´e ci-dessous a` la suite du corollaire 4 de la section 4.3, nous de´duisons
le :
Corollaire A. L’ope´rateur de transgression δ : H2b (G,R)
Π → H3b (Π,R) associe´ a` l’extension
1→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π→ 1 est e´gal a` la diffe´rentielle d3 : E
0,2
3
→ E3,0
3
.
Le re´sultat du the´ore`me principal C nous permet aussi de de´duire le :
Corollaire B. Si la classe de cohomologie borne´e [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) est nulle, alors
l’ope´rateur 0→ H3b (Π,R)
σb−→ H3b (Γ,R) est injectif.
Enfin, notons que le re´sultat du corollaire B nous sugge`re les deux questions suivantes :
Question 1 : La classe [θ] est-elle une obstruction a` l’exactitude a` gauche du foncteur de
cohomologie borne´e re´elle H3b (−,R) ? C’est-a`-dire, si un homomorphisme surjectif σ : Γ→
Π induit un ope´rateur injectif H3b (Π,R)
σb−→ H3b (Γ,R) ; la classe [θ] ∈ H
3
b (Π,H
ℓ1
2 (G,R))
est-elle nulle ?
Question 2 : La classe [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) est-elle triviale lorsque θ(Π) ⊂ Out(G) est
moyennable ? En effet, dans [5], nous avons de´montre´ que si l’image de la repre´sentation
exte´rieure θ : Π → Out(G) est moyennable alors pour tout entier n ≥ 0 l’ope´rateur
σb : H
n
b (Π,R)→ H
n
b (Γ,R) est injectif.
2. Homologie ℓ1 d’un groupe discret
2.1. G-modules de Banach relativement projectifs. Soient G un groupe discret et E
un espace de Banach. On dira que E est un G-module de Banach s’il est muni d’une action
du groupe G telle que chaque e´le´ment g ∈ G induit un ope´rateur line´aire borne´ g : E → E
de norme ‖ g ‖≤ 1. On notera par g.v l’action de g sur un e´le´ment v de E.
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Les G-modules de Banach constituent une cate´gorie dont les G-morphismes sont tous
les ope´rateurs line´aires continus f : E → F qui sont G-e´quivariants,
f(g · x) = g · f(x), ∀x ∈ E,∀g ∈ G.
A` un G-module de Banach E on associe un sous-espace vectoriel de vecteurs G-invariants
EG := {v ∈ E ; g·v = v ∀g ∈ G} et un espace quotient de Banach de vecteurs G-coinvariants
E
G
:=
E
E(G)
; ou` E(G) de´signe l’adhe´rence du sous-espace vectoriel de E engendre´ par
tous les vecteurs g · v − v avec g ∈ G et v ∈ E.
Notons que si on se donne deux G-modules de Banach E et F on de´finit une structure
de G-module de Banach sur leur produit tensoriel projectif comple´te´ E⊗̂F (cf. [13]) en
posant :
g · (x⊗ y) := g · x⊗ g−1 · y, ∀g ∈ G,x ∈ E, y ∈ F
L’espace de Banach des vecteurs G-coinvariants du G-module de Banach E⊗̂F sera de´signe´
par l’expression, E⊗̂GF := (E⊗̂F )G .
Soient E et X deuxG-modules de Banach. On dira qu’unG-morphisme surjectif p : E →
X est admissible s’il existe un ope´rateur line´aire continu r ∈ L(X,E), non ne´cessairement
G-e´quivariant, tel que p ◦ r = id
X
. De meˆme, on dira qu’un G-module de Banach V est
relativement projectif si pour tout G-morphisme surjectif admissible E X 0
p
//
oo
r
// et
pour tout G-morphisme α : V → X il existe au moins un G-morphisme β : V → E tel que
p ◦ β = α,
V
E X 0.
p
//
oo
r
//
α

β
⑧
⑧
⑧
⑧
⑧
E´tant donne´ un groupe discret G, on de´signe par Cℓ1n (G,R) le comple´te´ de l’espace
vectoriel des n-chaˆınes re´elles Cn(G,R) := R[G
n] qui est engendre´ par les e´le´ments de
l’ensemble Gn et est muni par la norme ℓ1,
si z =
i=m∑
i=1
ai(g
i
1, · · · , g
i
n) ∈ R[G
n] on pose ‖ z ‖1=
i=m∑
i=1
| ai |∈ R
+.(3)
Sur l’espace de Banach Cℓ1n (G,R) nous avons une structure de G-module de Banach
naturelle de´finie par la G-action suivante,
g · (g1, · · · , gn) := (gg1, · · · , ggn), ∀g, g1, · · · , gn ∈ G
Lemme 1. Pour tout groupe discret G et pour tout G-module de Banach V , le produit
tensoriel projectif comple´te´ Cℓ1n (G,R)⊗̂V est un G-module de Banach relativement projectif.
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De´monstration. Puisque pour tout couple d’entiers naturels m ≥ 1 et n ≥ 1 les espaces de
Banach Cℓ1m (G,R)⊗̂C
ℓ1
n (G,R) et C
ℓ1
m+n(G,R) sont canoniquement isomorphismes, il suffit
de de´montrer le lemme pour n = 1.
Soit E X 0
p
//
oo
r
// un G-morphisme surjectif admissible. Pour tout G-morphisme
α : Cℓ11 (G,R)⊗̂V → X et pour tous g ∈ G et v ∈ V posons
β(g ⊗ v) = g · r(g−1 · α(g ⊗ v)).
Les ope´rateurs α et p e´tant G-e´quivariants, l’ope´rateur continu β : Cℓ11 (G,R)⊗̂V → E
ve´rifie l’identite´ p ◦ β = α. De plus, comme pour tous les e´le´ments g et h ∈ G et pour tout
vecteur v ∈ V on a,
h · β(h−1 · (g ⊗ v)) = h · β(h−1g ⊗ h · v)
= h · [h−1g · r(g−1h · α(h−1g ⊗ h · v))]
= g · r(g−1h · α(h−1 · (g ⊗ v)))
= g · r(g−1 · α(g ⊗ v))
= β(g ⊗ v)
on en de´duit que l’ope´rateur continu β : Cℓ11 (G,R)⊗̂V → E est G-e´quivariant. Par suite,
le G-module de Banach Cℓ11 (G,R)⊗̂V est relativement projectif. 
2.2. Re´solutions relativement projectives. Soit V un G-module de Banach. On ap-
pelle G-re´solution homologique de V dans la cate´gorie relative des G-modules de Banach
la donne´e d’un complexe diffe´rentiel (K∗, d∗),
K3 K2 K1 K0 V 0//
d3 //
d2 //
d1 //
d0=ε // //
dont les fle`ches sont exactes (i.e. Imdn+1 = Kerdn) et dont les termes Kn sont des
G-modules de Banach. On rappelle que le complexe diffe´rentiel (K∗, d∗) posse`de une ho-
motopie contractante s’il existe une suite d’ope´rateurs continus sn : Kn → Kn+1 tels que
∀n ∈ N, sn−1 ◦ dn + dn+1 ◦ sn = idKn , d1 ◦ s0 = idK0 et tel que la norme ‖ sn ‖≤ 1,
K3 K2 K1 K0 V 0
//
oo
d3 //
oo
s2
d2 //
oo
s1
d1 //
oo
s0
d0=ε // // .
Quand une G-re´solution homologique (K∗, d∗) d’un G-module de Banach V posse`de une
homotopie contractante s∗ : K∗ → K∗+1 on dira que (K∗, d∗, s∗) est une re´solution ho-
mologique forte du G-module de Banach V .
Dans ce qui va suivre on va se servir du lemme 1 pour associer a` chaque G-module de
Banach une re´solution relativement projective forte.
D’abord, notons que lorsque le groupe G agit trivialement sur R, vue comme espace de
Banach, le lemme 1 permet de voir que pour tout entier n ≥ 0 l’espace de Banach des
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n-chaˆınes non normalise´es
Cℓ1n,0(G,R) := C
ℓ1
n+1(G,R)
est un G-module de Banach relativement projectif. En fait, si on conside`re la suite
d’ope´rateurs diffe´rentiels continus de degre´ −1,
∂n =
i=n+1∑
i=0
(−1)idi : C
ℓ1
n (G,R)→ C
ℓ1
n−1(G,R) ou` di(g0, g1, · · · , gn) = (g0, · · · , ĝi, · · · , gn)
on obtient une G-re´solution forte (Cℓ1∗,0(G,R), ∂∗) de R. De plus, si pour tout entier n ≥ 0
on pose sn(g0, · · · , gn) = (1, g0, · · · , gn) on de´finit ainsi une homotopie contractante qui
rend le complexe diffe´rentiel des G-modules de Banach (Cℓ1∗,0(G,R), ∂∗, s∗) une re´solution
homologique forte de l’espace de Banach R qui s’appelle la bar re´solution du groupe G par
les chaˆınes non normalise´es.
Dans le cas d’un G-module de Banach V quelconque, une re´solution homologique forte
peut eˆtre construite de la manie`re suivante.
Soient E, F et V des espaces de Banach et q : F → Q un ope´rateur line´aire continu
surjectif. D’apre`s le the´ore`me de l’application ouverte (cf. [9] et [25]), l’ope´rateur line´aire
q⊗̂V : E⊗̂V → Q⊗̂V qui est obtenu en tensorisant l’ope´rateur q par l’espace de Banach
V est lui meˆme continu et surjectif. De meˆme, le the´ore`me l’application ouverte permet
de de´duire l’identification : Ker(q⊗̂V ) ≃ Ker(q)⊗̂V (cf. prop. 3 de [13] page 38). En
conse´quence de ces remarques, on conclut que le foncteur de tensorisation −⊗̂V pre´serve
les suites exactes dans la cate´gorie des espaces de Banach. D’ou` la :
Proposition 1. Soient G un groupe discret et V un G-module de Banach. Alors, le
complexe diffe´rentiel (Cℓ1∗,0(G,R)⊗̂V, ∂∗, s∗) qui est obtenu en tensorisant la bar re´solution
(Cℓ1∗,0(G,R), ∂n∗, s∗) du groupe G par le G-module de Banach V est une re´solution forte
relativement projective de V .
Le lemme suivant nous montre que toutes les re´solutions fortes relativement projectives
d’un G-module de Banach donne´ sont homotopiquement e´quivalentes. Sa preuve sera
omise, car, elle est analogue au cas classique (cf. [14] et [17]).
Lemme 2. Soient (U∗, d∗, s∗) une re´solution homologique forte de G-modules de Banach
et (V∗, d∗) un complexe diffe´rentiel homologique de G-modules de Banach relativement pro-
jectifs. Alors, tout G-morphisme continu u : V
−1 → U−1 se prolonge en un morphisme
u∗ : V∗ → U∗ de complexes diffe´rentiels de G-modules de Banach unique a` homotopie pre`s.
2.3. De´finition et proprie´te´s de l’homologie ℓ1.
De´finition 1. Soient V un G-module de Banach et (P∗, d∗) une re´solution homologique
forte relativement projective de V . Les groupes d’homologie du sous-complexe diffe´rentiel
des vecteurs G-coinvariants (P∗)G s’appellent espaces de ℓ1-homologie du groupe G a` coef-
ficients dans le G-module de Banach V et se notent Hℓ1∗ (G,V ) := H∗((P∗)G).
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D’apre`s le lemme 2 on sait que toutes les re´solutions fortes relativement projectives d’un
G-module de Banach V sont homotopiquement e´quivalentes. Donc, les espaces d’homologie
Hℓ1∗ (G,V ) ne de´pendent pas de la re´solution relativement projective choisie. En particulier,
si on prend la bar re´solution (Cℓ1∗,0(G,R)⊗̂V, ∂∗, s∗) associe´e au groupe G on obtient un
isomorphisme canonique :
Hℓ1n (G,V ) ≃ Hn(C
ℓ1
∗,0(G,R)⊗̂GV, ∂∗)(4)
ou` ∂n de´signe l’ope´rateur diffe´rentiel du complexe des n-chaˆınes normalise´es de type ℓ1,
Cℓ1n+1,0(G,R)⊗̂GV ≃ C
ℓ1
n (G,R)⊗̂V
dont l’expression explicite est donne´e pour tout [g1 | · · · | gn]⊗ v ∈ C
ℓ1
n (G,R)⊗̂V par :
∂n([g1 | · · · | gn]⊗ v) = [g2 | · · · | gn]⊗ g1 · v − [g1g2 | · · · | gn]⊗ v
+ · · ·+ (−1)n[g1 | · · · | gn−1]⊗ v
Maintenant, graˆce a` l’isomorphisme (4) on voit aise´ment que le groupe Hℓ10 (G,V ) = VG .
De meˆme, si on suppose que le groupe G agit trivialement sur l’espace de Banach V on en
de´duit que le groupe Hℓ11 (G,V ) = 0 (cf. [20]). En effet, si pour tous les e´le´ments g ∈ G et
v ∈ V on pose,
m(g, v) =
∑
n≥1
1
2n
[g2
n−1
| g2
n−1
]⊗ v ∈ Cℓ12 (G,R)⊗̂V(5)
on obtient une 2-chaˆıne normalise´e dont le bord est e´gal a` ∂2(m(g, v)) = [g]⊗v ∈ B
ℓ1
1 (G,V ).
Rappelons aussi que puisque l’image d’un ope´rateur line´aire continu n’est pas en ge´ne´ral
ferme´e ceci implique que la restriction de la norme ℓ1 sur l’espace des ℓ1-cycles Z
ℓ1
n (G,V )
peut de´ge´ne´rer sur le quotient,
Zℓ1n (G,V )
Bℓ1n (G,V )
= Hℓ1n (G,V ). En effet, S. Soma a construit des
exemples de varie´te´s de dimension trois M3 pour lesquelles la semi-norme ‖ · ‖1 induite
sur l’espace Hℓ12 (M,R) de´ge´ne`re (cf. [24]).
De´finition 2. Le groupe quotient de l’espace Hℓ1n (G,V ) par le noyau Ker(‖ · ‖1) s’appelle
groupe d’homologie ℓ1-re´duite du groupe G a` coefficients dans le G-module de Banach V et
se note H
ℓ1
n (G,V ).
Pour finir cette section nous donnerons deux re´sultats classiques qui concernent l’action
d’un groupe discret sur ses propres espaces de ℓ1-homologie.
Proposition 2. Soit V un G-module de Banach. Alors, pour tout entier n ≥ 0 et pour
tout e´le´ment g ∈ G l’automorphisme inte´rieur ig : G → G induit l’application identique
sur l’espace d’homologie Hℓ1n (G,V ) (resp. H
ℓ1
n (G,V )).
EXPRESSION DE LA DIFFE´RENTIELLE d3 9
De´monstration. Soient V un G-module de Banach et (Pn∗, ∂∗, s∗) une re´solution homo-
logique forte relativement projective de V . Pour chaque g0 ∈ G et n ∈ N posons pour tout
vecteur vn ∈ Pn, Un(vn) = g0 · vn. Ainsi, puisque les morphismes Un : Pn → Pn ve´rifient
les deux relations,
Un(g · vn) = ig0 (g) · Un(vn) et Un(vn) = vn + (g0 · vn − vn), ∀vn ∈ Pn,∀g ∈ G
on en de´duit que Un induit l’identite´ sur l’espace des vecteurs G-coinvariants (Pn)G . Par
conse´quent, l’automorphisme inte´rieur ig0 : G → G induit l’application identique sur les
groupes d’homologie Hn((P∗)G) = H
ℓ1
n (G,V ). 
Corollaire 1. Soit Γ un groupe discret et G sous-groupe normal de Γ. Alors, la conju-
gaison dans le groupe Γ induit une action naturelle du groupe quotient
Γ
G
sur les espaces
d’homologie Hℓ1∗ (G,V ) (resp. H
ℓ1
∗ (G,V )).
3. Cohomologie borne´e d’un groupe discret
3.1. De´finition et proprie´te´s. E´tant donne´ un G-module de Banach V , pour tout entier
n ≥ 0 on de´signe par Cnb (G,V ) l’espace de Banach des n-cochaˆınes non homoge`nes borne´es
f : Gn → V . C’est-a`-dire, il existe un re´el k > 0 tel que la norme ℓ∞,
‖ f ‖∞= sup{‖ f(g1, · · · , gn) ‖ /g1, · · · , gn ∈ G} ≤ k.
Notons que la norme ‖·‖∞ permet de voir que l’espace C
n
b (G,V ) est isomorphe a` l’espace
de Banach des ope´rateurs line´aires continus L(R[Gn], V ).
Sur le complexe des cochaˆınes borne´es non homoge`nes C∗b (G,V ) on de´finit une diffe´rentielle
dn : C
n
b (G,V )→ C
n+1
b (G,V ) par l’expression,
dn(f)(g1, · · · , gn+1) = g1.f(g2, · · · , gn+1)
+
i=n∑
i=1
(−1)if(g1, · · · , gigi+1, · · · , gn+1)+(−1)
n+1f(g1, · · · , gn)
Les groupes quotient Hnb (G,V ) :=
Ker(dn)
Im(dn−1)
s’appellent espaces de cohomologie borne´e
du groupe G a` valeurs dans le G-module de Banach V . Notons qu’on a H0b (G,V ) = V
G
et que
H1b (G,V ) =
{f ∈ C1b (G,V ) | f(g1g2) = g1.f(g2) + f(g1),∀g1, g2 ∈ G}
{f ∈ C1b (G,V ) | ∃v ∈ V,∀g ∈ G, f(g) = g.v − v}
.
En particulier, quand le groupe G agit trivialement sur l’espace vectoriel re´el V on voit
qu’on a H1b (G,V )=0 puisque {0} est le seul sous-groupe additif borne´ dans V . Notons aussi
que la norme ‖ · ‖∞ de´finie sur les espaces C
n
b (G,V ) induit une semi-norme sur les espaces
de cohomologie borne´e Hnb (G,V ). Quand le groupe G agit trivialement sur V = R, N.
Ivanov a` de´montre´ que H2b (G,R) est un espace de Banach (cf. [16]).
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Les groupes de cohomologie borne´e Hnb (G,V ) peuvent eˆtre de´finis a` partir du sous-
complexe diffe´rentiel des cohaˆınes homoge`nes G-invariantes,
(Cnb,0(G,V ))
G := (L(R[Gn+1], V ))G ≃ Cnb (G,V )
ou` la diffe´rentielle d’une n-cochaˆıne homoge`ne f : Gn+1 → V est donne´e par l’expression,
δn(f)(g0, g1, · · · , gn+1) =
i=n+1∑
i=0
(−1)if(g0, · · · , ĝi, · · · , gn+1),
ou` ĝi veut dire omettre la composante gi.
Pour finir ce paragraphe on donnera quelques re´sultats utiles pour la suite de ce travail
dont les de´monstrations se trouvent dans l’article [15] ou [6].
Proposition 3. Soient G un groupe discret et V un G-module de Banach. Pour tout
e´le´ment g0 fixe´ dans le groupe G on note ig0 : G→ G l’automorphisme inte´rieur qui lui est
associe´. Alors l’ope´rateur (ig0)b : H
n
b (G,V )→ H
n
b (G,V ) est e´gal a` l’identite´.
Corollaire 2. Soit Γ un groupe discret. Pour tout sous-groupe normal G ⊆ Γ la conjugai-
son dans le groupe Γ induit une action isome´trique du groupe quotient
Γ
G
sur les espaces
semi-norme´s Hnb (G,V ).
La proposition 3 et son corollaire 2 nous permettent de de´duire la proposition suivante :
Proposition 4. Soit Γ un groupe discret. Pour tout sous-groupe normal G ⊆ Γ et pour tout
entier n ≥ 1 l’injection canonique i : G→ Γ induit un ope´rateur ib : H
n
b (Γ, V )→ H
n
b (G,V )
qui prend ses valeurs dans le sous-espace des vecteurs
Γ
G
-invariants. C’est-a`-dire on a
Im(ib) ⊆ H
n
b (G,V )
Γ/G
.
3.2. Suites spectrales en cohomologie borne´e. Dans ce paragraphe, nous donnerons
un bref rappel sur la the´orie des suites specrales de´veloppe´e dans la cate´gorie des complexes
diffe´rentiels semi-norme´s. Ensuite, avec la donne´e d’une extension de groupes discrets
1 → G
i
→ Γ
σ
→ Π → 1, nous de´crirons le complexe diffe´rentiel double qui induira la
suite spectrale de Hochschilde-Serre en cohomologie borne´e (Ep,qr , d
p,q
r ) dont la diffe´rentielle
dn,03 : E
n,2
3 −→ E
n+3,0
r sera explicite´e dans la section 5.
3.2.1. Construction des suites spectrales. Soit (K∗, d∗) un complexe diffe´rentiel de degre´
+1 (i.e. cohomologique) dont le terme ge´ne´ral Kn est un espace vectoriel re´el semi-norme´
et dn : K
n → Kn+1 est un ope´rateur line´aire continu tel que dn+1 ◦ dn = 0.
On dira que le complexe diffe´rentiel (K∗, d∗) posse`de une filtration positive de´croissante
si pour tout entier n ≥ 0, il existe une famille de sous-espaces vectoriels F pKn ⊂ F p−1Kn
tels que dn(F
pKn) ⊂ F pKn+1 avec F pK∗ = K∗ si p ≤ 0. Les termes F pKn seront donc
munis par la topologie induite.
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Il est clair que les inclusions de complexes diffe´rentiels F pK∗
j
→֒ K∗ induisent des
ope´rateurs line´aires continus, jp : Hn(F pK∗, d∗)→ H
n(K∗, d∗), et que les images
F pHn(K∗, d∗) := Im(j
p) ⊆ Hn(K∗, d∗) avec F
0Hn(K∗, d∗) = H
n(K∗, d∗)
de´finissent une filtration positive de´croissante de l’espace vectoriel Hn(K∗, d∗),
· · · ⊆ F p+1Hn(K∗, d∗) ⊆ F
pHn(K∗, d∗) ⊆ · · · ⊆ F
1Hn(K∗, d∗) ⊆ F
0Hn(K∗, d∗)
dont le nombre des termes n’est pas fini en ge´ne´ral.
En fait, si on suppose que la filtration positive de´croissante F pK∗ est re´gulie`re i.e. :
∀q ≥ 0, ∃n(q) ≥ 0, ∀p > u(q) =⇒ F pKq = 0
il en re´sulte que pour chaque entier n ≥ 0 fixe´ la famille {F pKn ; p ∈ N} est finie et que
par conse´quent la famille de´croissante de sous-espaces vectoriels {F pHn(K∗, d∗) ; p ∈ N}
est finie.
Conside´rons un complexe diffe´rentiel (K∗, d∗) d’espaces vectoriels re´els semi-norme´s et
supposons qu’il est muni d’une filtartion positive de´croissante re´gulie`re note´e F pK∗. Pour
tout entier r ≥ 0 on de´finit les sous-espaces vectoriels topologiques,
• Zp,qr = {x ∈ F pKp+q | dp+qx ∈ F
p+rKp+q+1} ;
• Bp,qr = {x ∈ F pKp+q | ∃y ∈ F p−rKp+q−1, dp+q−1y = x}.
Observons que par construction des sous-espaces Zp,qr et B
p,q
r on a les inclusions,
dp+q (Z
p,q
r ) ⊂ Z
p+r,q−r+1
r et dp+q (Z
p+1,q−1
r−1 +B
p,q
r−1) ⊂ Z
p+1+r,q−r
r−1 +B
p+r,q−r+1
r−1
Donc, si on munit l’espace vectoriel quotient Ep,qr =
Zp,qr
Zp+1,q−1r−1 +B
p,q
r−1
par la semi-norme de
la topologique quotient on de´duit que la diffe´rentielle dn : K
n → Kn+1 induit une famille
d’ope´rateurs line´aires continus :
dp,qr : E
p,q
r −→ E
p+r,q−r+1
r
[x] 7−→ [dp+q(x)]
de norme ‖ dp,qr ‖≤‖ dp+q ‖ et tels que d
p+r,q−r+1
r ◦ d
p,q
r = 0. En conse´quence, pour tout
entier r ≥ 0 le couple (E∗,∗r , d
∗,∗
r ) est un complexe diffe´rentiel d’espaces vectoriels re´els
semi-norme´s bi-gradue´s.
Au complexe diffe´rentiel filte´ (K∗, d∗) on associe e´galement les familles de sous-espaces
vectoriels topologiques suivants :
• Zp,q
∞
= {x ∈ F pKp+q/dp+qx = 0} ;
• Bp,q
∞
= {x ∈ F pKp+q/∃y ∈ Kp+q−1, dp+q−1y = x} ;
• Ep,q
∞
=
Zp,q
∞
Bp,q
∞
+ Zp+1,q−1
∞
que l’on munit de la structure topologique quotient.
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Avec les notations ci-dessus on obtient donc les inclusions suivantes :
Bp,q0 ⊆ · · · ⊆ B
p,q
r ⊆ B
p,q
r+1 ⊆ · · · ⊆ B
p,q
∞ ⊆ Z
p,q
∞ ⊆ · · · ⊆ Z
p,q
r+1 ⊆ Z
p,q
r · · · ⊆ Z
p,q
0
tel que pour r ≥ p on a :
Bp,q∞ =
⋃
r≥0
Bp,qr = B
p,q
r = B
p,q
r+1 = · · · = B
p,q
∞
et par re´gularite´ de la filtration F pK∗ si on pose r0 = u(p + q + 1) − p on ve´rifie que
l’intersection : ⋂
s≥0
Zp,qs = Z
p,q
r0
= Zp,qr0+1 = · · · = Z
p,q
∞
En effet, graˆce a` la re´gularite´ de la filtration F pK∗ on de´duit que la suite des sous-espaces
vectoriels re´els {Ep,qr ;∀r ∈ N} est stationaire. C’est-a`-dire, a` patir d’un certain rang assez
grand r ≥ 0 on a,
Ep,qr = E
p,q
r+1 = · · · = E
p,q
∞
Suite a` cette proprie´te´ on dira que la famille de complexes diffe´rentiels bi-gradue´s
(E∗,∗r , d
∗,∗
r ) converge vers l’aboutissement E
∗,∗
∞ et on de´signera ce fait par le symbole :
Ep,qr =⇒ E
p,q
∞
Enfin, observons que puisque le sous-espace vectoriel Zp,q
∞
est contenu dans le sous-espace
vectoriel des cocycles Ker(dp+q) on obtient une surjection canonique continue,
Zp,q
∞
→
F pHp+q(K∗, d∗)
F p+1Hp+q(K∗, d∗)
dont le noyau est e´gal a` la somme Bp,q
∞
+ Zp+1,q−1
∞
. Par conse´quent, comme la filtration
F pK∗ est re´gulie`re on de´duit que pour tout entier n ≥ 0 la famille des bijections line´aires
continues induites, {Ep,n−p
∞
:=
Zp,n−p
∞
Bp,n−p
∞
+ Zp+1,n−p−1
∞
→
F pHn(K∗, d∗)
F p+1Hn(K∗, d∗)
;∀p ∈ N}, est
finie.
Avec les notations ci-dessus, pour tout complexe diffe´rentiel (K∗, d∗) qui est muni d’une
filtration positive de´croissante et re´gulie`re F pK∗ on a les affirmations suivantes (cf. [6]) :
(1) Il existe une bijection canonique continue de´finie sur le premier terme Ep,q1 dans
l’espace d’homologie relative Hp+q(F pK∗/F p+1K∗) qui envoie la diffe´rentielle d1
sur l’ope´rateur de bord (i.e. connexion) associe´ au triplet (F pK∗, F p+1K∗, F p+2K∗).
(2) Pour chaque entier r ≥ 0 il existe une bijection continue, Ep,q
r+1
∼
→ Hp,q(E∗,∗
r
, dr).
Autrement dit, la famille de complexes diffe´rentiels bi-gradue´s (E∗,∗r , d
∗,∗
r ) est une
suite spectrale dont les termes sont des espaces vectoriels re´els semi-norme´s.
(3) Il existe une bijection continue qui envoie la somme directe topologique En∞ =
p=n⊕
p=0
Ep,n−p∞ sur la somme directe topologique
p=n⊕
p=0
F pHn(K∗, d∗)
F p+1Hn(K∗, d∗)
∼
→ Hp+q(K∗, d∗).
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En conse´quence, la suite spectrale (E∗,∗r , d
∗,∗
r ) converge vers l’espace vectoriel de la
cohomologie Hn(K∗, d∗) i.e. :
Ep,qr =⇒ E
p+q
∞
∼
→ Hp+q(K∗, d∗)
3.2.2. La suite spectrale de Hochschild-Serre. La donne´e d’une extension de groupes dis-
crets 1 → G
i
−→ Γ
σ
−→ Π → 1 et d’un Γ-module de Banach V permet de construire un
complexe diffe´rentiel double dont le terme ge´ne´ral est de´fini par,
∀p, q ∈ N, Kp,q := Cpb (Π, U
q) ou` U q := LG(R[Γ
q+1], V )
Comme au paragraphe 3.1, puisque les e´le´ments de l’espace vectoriel Kp,q sont des
cochaˆınes borne´es, on de´finit une diffe´rentielle horizontale dΠ : K
p,q → Kp+1,q et une
diffe´rentielle verticale dU : K
p,q → Kp,q+1 telles que
dΠdΠ = 0, dUdU = 0 et dΠdU = dUdΠ
De meˆme, au complexe diffe´rentiel double (K∗,∗, dΠ, dU ) on associe un complexe diffe´rentielle
totale (Tot(K∗,∗), d∗) de degre´ +1 ou` pour tout entier n ∈ N on pose :
Tot(K∗,∗)n :=
⊕
p+q=n
Kp,q et d∗ := dΠ + (−1)
pdU
Le complexe diffe´rentiel total (Tot(K∗,∗), d∗) posse`de deux filtrations positives de´croissantes
et re´gulie`res verticle et horizontale note´es respectivement :
F pvTot(K
∗,∗) :=
∑
i≥p
Ki,j et F qhTot(K
∗,∗) :=
∑
j≥q
Ki,j
Donc, aux filtartions (F phTot(K
∗,∗), d∗) et (F
p
vTot(K∗,∗), d∗) on associe deux suites spec-
trales note´es respectivement E∗,∗r,h et E
∗,∗
r,v qui convergent vers la cohomologie du complexe
diffe´rentiel total, (Tot(K∗,∗), d∗ = dΠ + (−1)
pdU ) et ve´rifient les proprie´te´s suivantes (cf.
[6]) :
(1) La suite spectrale E∗,∗r,h de´ge´ne`re au premier terme (i.e., E
p,q
r,h = 0,∀p ≥ 1, q ≥ 0) et
son aboutissement En
∞,h = H
n
b (Γ, V ). Donc, la suite spectrale E
p,q
r,h converge vers
l’espace de la cohomologie borne´e Hp+qb (Γ, V ).
(2) Il existe une bijection continue du terme Ep,q1,v dans l’espace vectoriel semi-norme´
Cpb (Π,H
q
b (G,V )) des p-cochaˆınes non homoge`nes borne´es sur le groupe Π a` coeffi-
cients dans l’espace semi-norme´ Hqb (G,V ), en plus, la diffe´rentielle dv,1 s’envoie sur
la diffe´rerntielle d
Π
.
(3) Il existe une bijection continue du terme Ep,q2,v dans H
p
b (Π,H
q
b (G,V )) espace de
cohomologie borne´e associe´ au complexe diffe´rentiel (C∗b (Π,H
q
b (G,V )), dΠ).
(4) La suite spectrale (Ep,q
r,v
, dr,v ) converge vers la cohomologie borne´e du groupe Γ a`
coefficients dans le Γ-module V i.e. :
Ep,q2,v
∼
→ Hpb (Π,H
q
b (G,V )) =⇒ H
p+q
b (Γ, V )
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Pour finir ce paragraphe nous de´montrons le lemme suivant qui donne des renseigements
sur la structure des termes En,03 et E
n,2
3 utiles pour la preuve des the´ore`mes B et C.
Lemme 3. Si V est un Γ-module de Banach trivial alors on a les assertions suivantes :
(1) Le terme En,03 = E
n,0
2 , donc il existe une bijection line´aire continue sur le terme
En,03 a` valeurs dans l’espace de cohomologie borne´e H
n
b (Π, V ).
(2) Il existe une suite exacte d’ope´rateurs line´aires continues,
En−2,32
d
n−2,3
2−→ En,22 −→ E
n,2
3 → 0
En conse´quence, il existe une bijection line´aire continue sur le terme E0,23 a` valeurs
dans H2b (G,V )
Π espace des classes de cohomologie borne´e Π-invariantes.
De´monstration. 1) Rappelons que le terme Ep,q3 est e´gal a` la cohomologie du complexe
diffe´rentiel (E∗,∗2 , d
∗,∗
2 ) (a` une bijection continue pre`s), donc pour tout entier n ≥ 0 on a :
En,03
∼
→
Ker(dn,02 : E
n,0
2 → E
n+2,−1
2 )
Im(dn−2,12 : E
n−2,1
2 → E
n,0
2 )
et En,23
∼
→
Ker(dn,22 : E
n,2
2 → E
n+2,1
2 )
Im(dn−2,32 : E
n−2,3
2 → E
n,2
2 )
Puisque V est un Γ-module trivial, l’espace vectoriel H1b (G,V ) = {0} et par suite le
terme En−2,12
∼
→ Hn−2b (Π,H
1
b (G,V )) = {0}. De plus, comme le terme E
n+2,−1
2 = {0} on
de´duit que le terme En,03 = E
n,0
2
∼
→ Hnb (Π, V ).
2) Puisque le terme En+2,12
∼
→ Hn+2b (Π,H
1
b (G,V )) = {0} cela implique que la suite
d’ope´rateurs line´aires continus En−2,32
d
n−2,3
2→ En,22 → E
n,2
3 → 0 est exacte. Ainsi, si on
prend n = 0 il s’ensuit que le terme En−2,32 = {0} et que E
0,2
3 = E
0,2
2
∼
→ H0b (Π,H
2
b (G,V )).
Donc, le terme E0,23
∼
→ H2b (G,V )
Π. 
3.3. Cup-produit. Soient U , V et W trois G-modules de Banach et µ : U × V → W
un ope´rateur biline´aire continu G-e´quivariant. Pour tout couple de cochaˆınes borne´es non
homoge`nes f ∈ Cpb (G,U) et h ∈ C
q
b (G,V ) on de´finit leurs cup-produit f ∪h ∈ C
p+q
b (G,W )
par la formule suivante (cf. [10]) :
f ∪ h([g1 | · · · | gp+q ]) = µ(f([g1 | · · · | gp])⊗ g1g2 · · · gp · h([gp+1 | · · · | gp+q ])(6)
Il est facile de ve´rifier que le cup-produit ∪ : C∗b (G,U) × C
∗
b (G,V ) → C
∗
b (G,W ) est
continu, associatif et commute avec la diffe´rentielle d∗ dans la formule suivante,
dp+q(f ∪ h) = dp(f) ∪ h+ (−1)
pf ∪ dq(h)(7)
Ainsi, en passant en cohomologie, l’expression (6) induit un cup-produit sur les espaces
de cohomologie borne´e qui sera note´ aussi :
∪ : Hpb (G,U) ×H
q
b (G,V ) −→ H
p+q
b (G,W )
([f ], [h]) 7−→ [f ] ∪ [h] := [f ∪ h]
EXPRESSION DE LA DIFFE´RENTIELLE d3 15
Dans le reste de ce paragraphe, on donnera des exemples de cup-produit utiles pour la
suite de ce travail.
Notons d’abord que graˆce a` la fonctorialite´ de la cohomologie borne´e et de l’homologie
ℓ1, la donne´e d’une repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) permet de munir les deux
espaces H2b (G,R) et H
ℓ1
2 (G,R) d’une structure de Π-module de Banach. Notons aussi
que le crochet de dualite´ <,>: H2b (G,R) ×H
ℓ1
2 (G,R) → R (e´valuation) re´alise une forme
biline´aire Π-e´quivariante. En effet, l’action de Π sur R e´tant triviale on aura pour tous les
e´le´ments α ∈ Π, x ∈ H2b (G,R) et y ∈ H
ℓ1
2 (G,R) :
< θ(α)b(x), θ(α)
−1
∗ (y) >=< x, θ(α)∗ ◦ θ(α)
−1
∗ (y) >=< x, y > .
Par conse´quent, l’expression (6) induit un cup-produit sur la cohomologie borne´e du
groupe Π qu’on notera :
∪ : Hpb (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) ×H
q
b (Π,H
2
b (G,R))→ H
p+q
b (Π,R), ∀p, q ∈ N.
Ce cup-produit ∪ qu’on vient de de´finir posse`de deux cas particuliers tre`s utiles pour la
suite de ce travail :
1) Si on suppose Π = G et que θ = 1 est la repre´sentation triviale on obtient alors un
cup-produit sur les espaces de cohomologie borne´e a` coefficients triviaux :
∪ : Hpb (G,H
ℓ1
2 (G,R)) ×H
q
b (G,H
2
b (G,R)) −→ H
p+q
b (G,R), ∀p, q ∈ N.
2) Supposons que la repre´sentation exte´rieure θ : Π→ Out(G) est associe´e a` une extension
de groupes discrets 1 → G
i
→ Γ
σ
→ Π → 1. Ensuite, conside´rons les trois complexes
diffe´rentiels doubles Kp,q = Cpb (Π,LG(R[Γ
q+1],R)), Kp,q∞ = C
p
b (Π,LG(R[Γ
q+1],H2b (G,R))
et Kp,qℓ1 = C
p
b (Π,LG(R[Γ
q+1],H
ℓ1
2 (G,R)) ou` chacun d’eux est muni de la filtration positive
de´croissante naturelle suivant le degre´ p (cf. 3.2.2). Ainsi, avec ces donne´es, on obtient
trois suites spectrales de Hochschild-Serre note´es respectivement
(Ep,q
r
, dr), (E
p,q
r,∞
, dr,∞) et (E
p,q
r,ℓ1
, d
r,ℓ1
)
Enfin, si on conside`re le crochet de dualite´ <,>: H2b (G,R)×H
ℓ1
2 (G,R)→ R on obtient
un cup-produit au niveau des complexes diffe´rentiels doubles, ∪ : Kp,q∞ ×K
p,q
ℓ1
→ Kp,q, qui
induit par suite un cup-produit au niveau des suites spectrales,
∪ : Ep,q
r,∞
× Ep
′,q′
r,ℓ1
→ Ep+p
′,q+q′
r
qui commute avec les trois diffe´rentielles dr,∞ , dr,ℓ1 et dr dans la relation suivante :
dp+p
′,q+q′
r (x
p,q
∞
∪ xp
′,q′
ℓ1
) = dp,q
r,∞
(xp,q
∞
) ∪ xp
′,q′
ℓ1
+ (−1)p+qxp,q
∞
∪ dp
′,q′
r,ℓ1
(xp
′,q′
ℓ1
).
3.4. Quasi-morphismes et 2-cocycles borne´s. Ce paragraphe est entie`rement extrait
de [3] et [4].
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3.4.1. Ge´ne´ralite´s sur les extensions centrales. Soient G un groupe discret et c ∈ Z2(G,R)
un 2-cocycle re´el non de´ge´ne´re´ i.e. c(g, 1) = c(1, g) = 0,∀g ∈ G.
Observons que si on munit le produit carte´sien R×G par la multiplication interne
(t, g) · (u, h) := (t+ u+ c(g, h), gh)
on obtient un groupe note´, R×cG, tel que l’injection canonique j(t) = (t, 1) et la surjection
canonique p(t, g) = g deviennent des hommorphismes et que le sous-groupe image j(R) =
Ker(p) est central dans le groupe R ×c G. Notons aussi que si on remplace c par le 2-
cocycle c′ = c + df , avec f : G → R est une cochaˆınes telle que f(1) = 0, on obtient un
isomorphisme de groupes F : R ×c′ G −→ R ×c G de´fini par F (t, g) = (t + f(g), g) ou`
F (t, 1) = (t, 1),∀t ∈ R.
En conse´quence, un 2-cocycle c ∈ Z2(G,R) induit une suite exacte courte
0 // R
j
// R×c G
p
// G // 1
qui re´alise une extension centrale du groue G par R et qui ne de´pend que de la classe de
cohomologie [c] ∈ H2(G,R).
Inversement, e´tant donne´e une extension centrale 0 // R
j
// G
p
// G // 1 , en
fixant une section ensembliste s : G→ G de la projection p : G → G (i.e. p ◦ s = id) telle
que s(1) = 1 on ve´rifie que l’expression
c(g1, g2) = s(g1)s(g2)s(g1g2)
−1(8)
de´finie un 2-cocycle non de´ge´ne´re´ c ∈ Z2(G,R) (cf. [10] et [17]).
D’autre part, puisque pour tout e´le´ment g¯ ∈ G, les deux e´le´ments g¯ et s◦p(g¯) se proje`tent
via la surjection p sur p(g¯) ∈ G, il existe un unique e´le´ment central Φ(g¯) ∈ R tel que :
g¯ = s ◦ p(g¯)Φ(g¯).(9)
Affirmation 1. La 1-cochaˆıne re´elle Φ : G → R de´finie par (9) ve´rifie les proprie´tes
suivantes ou` on conside`re R ≃ Ker(p) comme un groupe additif :
(1) ∀g¯1, g¯2 ∈ G, p
∗(c)(g¯1, g¯2) = Φ(g¯1g¯2)− Φ(g¯1)− Φ(g¯2).
(2) ∀t ∈ R, Φ(t) = t.
(3) ∀t ∈ R,∀g¯ ∈ G, Φ(g¯t) = Φ(g¯) + t.
(4) φ ◦ s = 0.
En conse´quence, la correspondance F (g¯) := (Φ(g¯), p(g¯)) est un isomorphisme d’extensions
centrales de G dans R×c G.
De´monstration. 1) Soient g¯1 et g¯2 ∈ G, des expressions (8) et (9) il re´sulte que :
p∗(c)(g¯1, g¯2) = s ◦ p(g¯1)s ◦ p(g¯2)(s ◦ p(g¯1g¯2))
−1
= g¯1Φ(g¯1)
−1g¯2Φ(g¯2)
−1(g¯1g¯2Φ(g¯1g¯2)
−1)−1
= Φ(g¯1g¯2)− Φ(g¯1)− Φ(g¯2).
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2) Puisque pour tout t ∈ R, p(t) = 1, la relation (9) implique Φ(t) = t.
3) Par construction on a g¯t = s◦p(g¯t)Φ(g¯t),∀t ∈ R et g¯ ∈ G. Ainsi, comme p(g¯t) = p(g¯)
on obtient Φ(g¯t) = Φ(g¯) + t.
4) Puisque pour g ∈ G on a s(g) = s◦p(s(g))Φ◦s(g) et p◦s(g) = g, donc Φ◦s(g) = 0. 
Suite aux discussions pre´ce´dentes on conclut qu’il existe une correspondance bijective
entre les classes de cohomologie x ∈ H2(G,R) et les extensions cetrales du groupe G dont
le noyau est isomorphe avec R (cf. [10] et [17]).
3.4.2. Ge´ne´ralite´s sur les quasi-morphismes.
De´finition 3. Soit G un groupe discret, on dira que l’application Φ : G → R est un
quasi-morphisme s’il existe un re´el k > 0 tel que pour tous g et h e´le´ments de G on a,
| Φ(gh) − Φ(g)− Φ(h) |< k.
Si en plus, pour tout entier n ∈ Z on a Φ(gn) = nΦ(g) on dira que Φ est un quasi-
morphisme homoge`ne.
Notons que si on applique l’affirmation 1, on voit que pour tout 2-cocycle borne´ c :
G × G → R la 1-cochaˆıne Φ : G → R qui lui est associe´e par l’expression (9) est un
quasi-morphisme. Ce quasi-morphisme n’est pas ne´cessairement homoge`ne, mais on peut
le rendre homoge`ne en posant,
ϕ(g¯) = lim
n→+∞
1
n
Φ(g¯n).(10)
Affirmation 2. Le quasi-morphisme homoge`ne ϕ : G → R de´fini par (10) ve´rifie les
proprie´te´s suivantes :
(1) ∀t ∈ R,∀g¯ ∈ G,ϕ(g¯t) = ϕ(g¯) + t, en particulier ϕ(t) = t pour tout t ∈ R.
(2) La cochaˆıne re´elle b′ = ϕ− Φ est borne´e et R-invariante (i.e. b′(tg) = b′(g)).
De´monstration. 1) Puisque R est contenu dans le centre du groupe G, pour tout n ∈ N et
pour tout e´le´ment g¯ ∈ G on a (g¯t)n = g¯ntn. Par application de Φ, puis par passage a` la
limite on obtient 1).
2) Puisque Φ est un quasi-morphisme il existe un re´el k > 0 tel que pour tous les e´le´ments
g¯ et h¯ de G, | Φ(g¯h¯)− Φ(g¯)− Φ(h¯) |≤ k. Donc, pour tout g¯ ∈ G et pour tout n ∈ N, on a
| Φ(g¯n)− nΦ(g¯) |≤ (n− 1)k. Ainsi, par passage a` la limite sur n on de´duit que b′ = ϕ−Φ
est une cochaˆıne borne´e, qui est R-invariante puisque Φ et ϕ ve´rifient la proprie´te´ 1). 
La proprie´te´ 2) de l’affirmation 2 montre que la cochaˆıne borne´e b′ = ϕ − Φ induit sur
le groupe G une cochaˆıne borne´e b : G→ R telle que b ◦ p = b′. Ainsi, en posant
s0(g) = s(g)b(g)
−1, ∀g ∈ G
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on obtient une section ensembliste a` la projection p telle que s0(1) = 1. De plus, puisque
pour tout g¯ ∈ G l’e´le´ment s0 ◦ p(g¯) se projetent sur p(g¯) ∈ G, il existe donc un e´le´ment
central h(g¯) ∈ R tel que :
g¯ = h(g¯)s0 ◦ p(g¯).(11)
Affirmation 3. Avec les notations ci-dessus on a les affirmations suivantes :
(1) La cochaˆıne h : G → R de´finie par (11) est e´gale au quasi-morphisme homoge`ne
ϕ : G→ R qui est associe´ a` Φ par l’expression (10).
(2) Le 2-cocycle borne´ c¯ induit par le cobord R-invariant −dϕ est cohomologue au 2-
cocycle borne´ c. Plus pre´cise´ment, on a c¯− c = −db, ou` b est une cochaˆıne borne´e.
De´monstration. 1) Si a` l’e´le´ment g¯ ∈ G on applique les formules (9) et (11) simultane´ment,
on obtient l’expression
g¯ = s ◦ p(g¯)φ(g¯) = s0 ◦ p(g¯)h(g¯) = s ◦ p(g¯)b(p(g¯))
−1h(g¯)
de laquelle on de´duit que h(g¯)−Φ(g¯) = b(p(g¯)) = b′(g¯) (cf. aff. 2). C’est-a`-dire on a h = ϕ.
2) Un calcul direct sur le de´faut des sections s et s0 montre que c¯− c = −db. 
Suite aux assertions de l’affirmation 3 on peut maintenant interpre´ter une classe de
cohomologie borne´e re´elle x ∈ H2b (G,R) par la donne´e d’une extension centrale
0 // R
j
// G
p
//
oo
sx
ϕ

G // 1
R
munie d’une section ensembliste sx : G→ G de la projection p telle que le quasi-morphisme
ϕ : G→ R qui lui est associe´ par la formule (9) est homoge`ne et avec ϕ(sx(g)) = 0,∀g ∈ G.
L’affirmation suivante se de´montre en utilisant le fait que ϕ est un quasi-morphisme
homoge`ne associe´ a` la section sx :
Affirmation 4. Avec les notations ci-dessus on a les assertions suivantes :
(1) ∀g ∈ G,∀n ∈ Z, sx(g
n) = (sx(g))
n.
(2) La section sx : G→ G commute avec la conjugaison i.e. :
sx(ghg
−1) = sx(g)sx(h)sx(g)
−1, ∀g, h ∈ G.
(3) Si on de´signe par Z(G) le centre du groupe G alors pour tous les e´le´ments g ∈ G
et z ∈ Z(G) on a sx(z) ∈ Z(G) et sx(gz) = sx(g)sx(z).
En conse´quence, la restriction de sx a` Z(G) (a` valeurs dans Z(G)) (reps. ϕ a` Z(G))
est un homomorphismes tels que pour tout z ∈ Z(G) on a :
z = sx ◦ p(z) + j ◦ ϕ(z) et ϕ(z g) = ϕ(z) + ϕ(g)
Autrement dit, en tant que Z-modules on a Z(G) = R
⊕
Z(G).
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La section sx e´tudie´e ci-dessus n’est pas unique dans l’ensemble des sections de la pro-
jection p qui induisent par (9) un quasimorphisme homoge`ne. En effet, si on multiplie sx
par un homomorphisme m : G → R on obtient une nouvelle section s1 = sx.m de p dont
le quasi-morphisme homoge`ne associe´ par (9) est e´gal a` ϕ1 = ϕ−m ◦ p. Cependant, si on
note cx le 2-cocycle borne´ obtenu par la formule (8) a` partir de la section sx on voit alors
que le 2-cocycle borne´ associe´ a` la section s1 par la formule (8) reste e´gal a` cx.
La proposition suivante re´sume les proprie´tes du 2-cocycle borne´ cx qui sont en effet
essentielles pour le reste de ce travail.
Proposition 5 (cf. [4]). Pour toute classe de cohomologie borne´e x ∈ H2b (G,R) il existe
un 2-cocycle borne´ cx unique dans la classe de cohomologie de x tel que :
(1) cx est le seul 2-cocycle borne´ repre´sentant x qui ve´rifie la relation :
cx(g
n, gm) = 0, ∀m,n ∈ N,∀g ∈ G.(12)
De plus le quasi-morphisme qui lui est associe´ par (9) est homoge`ne. On appellera
cx le 2-cocycle homoge`ne repre´sentant la classe x.
(2) La classe de cohomologie x ∈ H2b (G,R) est nulle si et seulement si le 2-cocycle
borne´ homoge`ne cx est nul.
(3) Pour tout automorphisme α de G on a α∗(cx) = cαb(x) , ou` αb : H
2
b (G,R) →
H2b (G,R) est l’isome´trie induite par α. En conse´quence, la classe x est fixe´e par
l’isome´trie αb si et seulement si le 2-cocycle homoge`ne cx est invariant par α (i.e.
α∗(cx) = cx). En particulier, le 2-cocycle homoge`ne cx est invariant par conjugai-
son.
De´monstartion. 1) Soient c ∈ x un 2-cocycle qui ve´rifie (12) et b : G → R une cochaˆıne
borne´e telle que c− cx = db. Puisque c et cx ve´rifient la condition (12) il s’ensuit que pour
tout g ∈ G on a l’e´galite´ db(g, g) = 0 qui implique que b(g2
n
) = 2nb(g),∀n ∈ N. Donc,
b = 0 et par suite c = cx.
2) Supposons que la classe x est nulle. Donc, il existe une cochaˆıne borne´e re´elle b telle
que cx = db. Ainsi, comme dans la preuve de 1) la condition (12) implique que cx = 0. La
re´ciproque est e´vidente.
3) Puisque le 2-cocycle cx est homoge`ne il en re´sulte que pour tout automorphisme α du
groupe G le 2-cocycle α∗(cx) ∈ αb(x) ve´rifie (12). Donc, d’apre`s 1) cαb(x) = α
∗(cx). 
3.5. Construction de la classe de cohomologie borne´e de degre´ deux g2. Soit G un
groupe discret que l’on fait agir trivialement sur le second espace de l’homologie ℓ1-re´duite
H
ℓ1
2 (G,R). Soit m2 : G
2 → Cℓ12 (G,R) la cochaˆıne de´finie par l’expression :
m2(g, h) = (g, h) −m(g) +m(gh) −m(h) = (g, h) −m ◦ ∂2(g, h)(13)
ou` m : Cℓ11 (G,R)→ C
ℓ1
2 (G,R) de´signe l’ope´rateur borne´ de´fini ci-dessus par la formule (5)
(cf. [20]). La cochaˆıne m2 est borne´e parce que d’apre`s l’expression (5) pour tout g ∈ G
la norme ‖m(g)‖1 = 1 implique que pour tous g et h ∈ G la norme ‖m2(g, h)‖1 ≤ 4.
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Affirmation 5. Pour tous g et h ∈ G on a les proprie´te´s suivantes :
(1) Pour toute cochaˆıne borne´e b : G→ R, on a : < db,m2(g, h) >= 0.
(2) Si c : G2 → R est un 2-cocycle borne´ et si cx : G
2 → R de´signe l’unique 2-cocycle
borne´ homoge`ne tel que x = [c] = [cx] ∈ H
2
b (G,R) alors,
< c,m2(g, h) >=< cx,m2(g, h) >= cx(g, h).
De´monstration. Premie`rement, remarquons que d’apre`s l’expression (5) qui de´finit la co-
chaˆıne m : G → Cℓ12 (G,R) pour toute cochaˆıne borne´e b on a, < db,m(g) >= b(g), ceci
entraˆıne < db,m2 >= 0. Ainsi, puisqu’il existe une cochaˆıne borne´e b
′ : G → R telle que
c− cx = db
′ on voit donc que < c,m2 >=< cx,m2 >.
Enfin, en utilisant le fait que le 2-cocycle cx ve´rifie la condition d’homoge´ne´ite´ on en
de´duit que < cx,m2(g, h) >= cx(g, h). 
Affirmation 6. La cochaˆıne borne´e m2 : G
2 → Cℓ12 (G,R) induit un 2-cocycle borne´ ho-
moge`ne m2 : G
2 → H
ℓ1
2 (G,R) (i.e. m2(g
m, gn) = 0,∀g ∈ G,∀m,n ∈ Z).
De´monstration. Observons d’abord que puisque pour tout g ∈ G on a ∂2(m(g)) = g il en
re´sulte que la cochaˆıne borne´e m2 : G
2 → Cℓ12 (G,R) prend ses valeurs dans l’espace des
ℓ1-cycles Z
ℓ1
2 (G,R). Ainsi, en composant la 2-cochaˆıne m2 avec la surjection canonique
Zℓ12 (G,R)→ H
ℓ1
2 (G,R), on obtient une 2-cochaˆıne borne´e m2 : G
2 → H
ℓ1
2 (G,R).
Pour de´montrer que le cobord de la cochaˆıne m2 : G
2 → H
ℓ1
2 (G,R) est nul nous allons
de´montrer que le cobord de la cochaˆıne m2 : G
2 → Zℓ12 (G,R) est une 3-cochaˆıne a` valeurs
dans l’adhe´rence Bℓ12 (G,R) ⊆ Z
ℓ1
2 (G,R).
En effet, si on de´signe parD∗ la diffe´rentielle ordinaire du complexe des cochaˆınes borne´es
non homoge`nes C∗b (G,Z
ℓ1
2 (G,R)) ou` le groupe G agit trivialement sur l’espace Z
ℓ1
2 (G,R),
alors, a` partir de la deuxie`me assertion de l’affirmation 5 et de la line´arite´ du crochet de
dualite´ <,>: H2b (G,R) × H
ℓ1
2 (G,R) → R on voit que pour toute classe de cohomologie
borne´e x = [c] = [cx] ∈ H
2
b (G,R) et pour tous g, h et k ∈ G on a,
< c,D∗(m2)(g, h, k) > = < c,m2(h, k) > − < c,m2(gh, k) >
+ < c,m2(g, hk) > − < c,m2(g, h) >
= cx(h, k) − cx(gh, k) + cx(g, hk) − cx(g, h)
= dcx(g, h, k) = 0.
Ainsi, de la dernie`re expression on de´duit que le cobord D∗(m2) : G
3 → Zℓ12 (G,R) prend
ses valeurs dans l’adhe´rence Bℓ12 (G,R) ⊆ Z
ℓ1
2 (G,R). Parce que si on suppose qu’il existe des
e´le´ments g0, h0 et k0 ∈ G tels que, D(m2)(g0, h0, k0) 6∈ B
ℓ1
2 (G,R) ⊂ C
ℓ1
2 (G,R), le the´ore`me
de se´paration de Hahn-Banach (cf. [9], [25]) nous permet de trouver une forme line´aire
continue non nulle c0 : C
ℓ1
2 (G,R) → R qui s’annule sur le sous-espace ferme´ B
ℓ1
2 (G,R) et
telle que < c0,D∗(m2)(g0, h0, k0) >= 1.
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Maintenant, puisque la forme line´aire continue c0 : C
ℓ1
2 (G,R)→ R est nulle sur l’espace
des 2-bords borne´s Bℓ12 (G,R) ⊆ B
ℓ1
2 (G,R) on en de´duit que c0 : C
ℓ1
2 (G,R)→ R de´finit un
2-cocycle borne´ c0 ∈ Z
2
b (G,R) et donc, pour tout triplet (g, h, k) ∈ G
3 on aura l’e´galite´
< c0,D∗(m2)(g, h, k) >= 0
qui contredit le fait que < c0,D∗(m2)(g0, h0, k0) >= 1.
Par conse´quent, pour tous g, h et k ∈ G le cobord D∗(m2)(g, h, k) ∈ B
ℓ1
2 (G,R).
Finalement, en passant en homologie ℓ1-re´duite on conclut que m2 : G
2 → H
ℓ1
2 (G,R)
est un 2-cocycle borne´. De plus, il est homoge`ne parce que pour tous g ∈ G et n,m ∈ Z la
relation < cx,m2(g
n, gm) >= cx(g
n, gm) = 0 implique m2(g
n, gm) = 0. 
Nous avons maintenant tous les e´le´ments ne´cessaires pour e´noncer et de´montrer le
the´ore`me principal A.
The´ore`me principal A. La classe de cohomologie borne´e g2 := [m2 ] ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R))
ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes :
(1) g2 est nulle si et seulement si le second groupe de cohomologie borne´e H
2
b (G,R) = 0.
(2) g2 est la seule classe de cohomologie borne´e e´le´ment de l’espace H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R))
qui ve´rifie la relation,
x ∪ g2 = x, ∀x ∈ H
2
b (G,R)
ou` le cup-produit ∪ est de´fini par l’entrelacement naturel (dualite´) entre les espaces
de Banach H2b (G,R) et H
ℓ1
2 (G,R).
De´monstration. 1) La premie`re proposition du the´ore`me est une conse´quence de la formule
< cx,m2(g, h) >= cx(g, h) (cf. aff. 5) et du fait que la classe de cohomologie borne´e re´elle
[cx] est nulle si et seulement si le 2-cocycle borne´ homoge`ne cx = 0 (cf. pr. 5).
2) Supposons qu’il existe une cochaˆıne borne´e µ : G2 → Zℓ12 (G,R) qui induit une classe de
cohomologie [µ] ∈ H2b (G,H
ℓ1
2 (G,R)) telle que, x ∪ [µ] = x,∀x ∈ H
2
b (G,R).
Observons que sous cette hypothe`se pour toute classe de cohomologie x ∈ H2b (G,R)
on peut e´crire < cx, µ − m2 >= 0. Ainsi, en appliquant le the´ore`me de se´paration de
Hahn-Banach comme dans la preuve de l’affirmation 6, on de´duit que la cochaˆıne borne´e
µ−m2 : G
2 → Zℓ12 (G,R) prend ses valeurs dans l’adhe´rence B
ℓ1
2 (G,R). Autrement dit on
a, µ =m2 : G
2 → H
ℓ1
2 (G,R). 
Dans le papier [7], nous reviendrons sur la construction de la classe de cohomologie g2
pour montrer qu’ellle est universelle au sens de Yoneda et nous en expliciterons l’expression
sur quelques groupes discrets particuliers.
Dans la section 5, si θ : Π→ Out(G) de´signe la repre´sentation exte´rieure associe´e a` une
extension de groupes discrets 1 → G
i
→ Γ
σ
→ Π → 1 (cf. voir 4.1) nous allons de´montrer
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que la classe de cohomologie g2 est invariante par rapport a` l’action du groupe Π sur
l’espace H2b (G,H
ℓ1
2 (G,R)) qui est induite par la repre´sentation θ (cf. cor. 6).
4. Construction de la classe de cohomologie borne´e de degre´ trois [θ]
Dans cette section, nous nous proposons d’associer a` toute repre´sentation exte´rieure
θ : Π→ Out(G) une classe de cohomologie borne´e de degre´ trois du groupe Π a` valeurs dans
l’espace des classes d’homologie ℓ1-re´duite H
ℓ1
2 (G,R) que l’on suppose muni de la structure
de Π-module de Banach induite par l’homomorphisme θ. Cette classe de cohomologie sera
note´e [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)).
Pour construire la classe de cohomologie borne´e [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) nous allons nous
inspirer des techniques introduites en the´orie de l’obstruction qui associe a` la donne´e d’une
repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) une classe de cohomologie ordinaire de degre´
trois e´le´ment du groupe H3(Π, Z(G)) (cf. [17] et [10]).
4.1. Classes de cohomologie d’obstruction. Dans ce paragraphe, nous donnerons
l’essentiel des ide´es de la the´orie de l’obstruction qui permettent d’associer a` un homo-
morphisme θ : Π→ Out(G) une classe de cohomologie ordinaire de degre´ trois e´le´ment du
groupe H3(Π, Z(G)) (cf. [17] et [10]).
4.1.1. L’approche dire`cte. Soient 1 → G
i
→ Γ
σ
→ Π→ 1 une extension de groupes discrets
et s : Π → G une section ensembliste de la projection σ telle que σ ◦ s = idΠ et s(1) = 1.
Pour tous α ∈ Π et g ∈ G on pose Ψs(α)(g) = s(α)i(g)s(α)
−1.
En ge´ne´ral, l’application Ψs : Π → Aut(G) n’est pas un homomorphisme. En effet, si
on note fs : Π×Π→ G le de´faut de la section s a` eˆtre un morphisme de groupes,
s(α)s(β) = i(fs(α, β))s(αβ), ∀α, β ∈ Π
on ve´rifie que pour tout g ∈ G :
Ψs(α) ◦Ψs(β)(g) = ifs(α,β) ◦Ψs(αβ)(g)
ou` ix de´signe l’automorphisme inte´rieur de G de´fini par ix(g) = xgx
−1,∀x, g ∈ G.
Notons aussi que si s1 est une deuxie`me section ensembliste de σ alors il existe une
application h : Π → G telle que s1(α) = h(α)s(α),∀α ∈ Π. Ainsi, par de´finition de
l’application Ψs1 , on aura la relation Ψs1(α)(g) = h(α)Ψs(α)(g)h(α)
−1 qui montre que Ψs
induit un homomorphisme θ : Π→ Out(G) ne de´pendant que de la suite exacte donne´e.
La cochaˆıne non abe´lienne fs ve´rifie la condition de 2-cocycle non abe´lien sur le groupe
Π a` valeurs dans le groupe G donne´e par :
Ψs(α)(fs(β, γ))fs(α, βγ) = fs(α, β)fs(αβ, γ)(14)
En effet, c’est graˆce a` l’expression (14) qu’on pourra identifier le groupe Γ avec le produit
carte´sien tordu Π×fs G munit de la loi de composition interne suivante (cf. [10] et [17]) :
(α, g) · (α1, g1) = (αα1, gΨs(α)(g1)f(α,α1))
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On ve´rifie aussi que le couple (1, 1) est e´le´ment neutre dans Π×fs G et que i(g) = (1, g)
et σ(α, g) = α sont respectivement l’injection canonique de G dans Π×fsG et la projection
canonique de Π×fs G sur Π.
4.1.2. L’approche inverse. Conside´rons une repre´sentation θ : Π→ Out(G) et un rele`vement
ensembliste, Ψ : Π → Aut(G), de θ. Puisque pour tous les e´le´ments α et β de Π les deux
automorphismes Ψ(α) ◦ Ψ(β) et Ψ(αβ) repre´sentent le meˆme automorphisme exte´rieur
θ(α) ◦ θ(β) = θ(αβ) il existe donc un e´lement f(α, β) ∈ G tel que :
if(α,β) ◦Ψ(αβ) = Ψ(α) ◦Ψ(β)
Dans la suite nous appelerons le couple (Ψ, f) noyau abstrait de l’homomorphisme θ :
Π→ Out(G) (cf. [10] et [17]).
En ge´ne´ral, la cochaˆıne f : Π×Π→ G ne ve´rifie pas la relation (14) des 2-cocycles non
abe´liens. Cependant, si pour tous les e´le´ments α, β et γ ∈ Π on pose :
K
Ψ,f
(α, β, γ) = Ψ(α)(f(β, γ))f(α, βγ)f(αβ, γ)−1f(α, β)−1(15)
on ve´rifie que l’application K
Ψ,f
: Π3 → G prend ses valeurs dans le centre Z(G) du
groupe G. En outre, en munissant le groupe abe´lien Z(G) de la structure de Π-module
induite par l’homomorphisme θ : Π → Out(G), alors graˆce a` l’associativite´ du groupe des
automorphismes Aut(G) on de´montre que la 3-cochaˆıne K
Ψ,f
: Π3 → Z(G) est un cocycle
et que la classe de cohomologie [K
Ψ,f
] ∈ H3(Π, Z(G)) ne de´pend que de la repre´sentation
exte´rieure θ : Π → Out(G). De plus, on de´montre que la classe [K
Ψ,f
] ∈ H3(Π, Z(G))
s’annule si et seulement si l’homomorphisme θ : Π → Out(G) est associe´ a` une extension
de groupes discrets 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 (cf. [10] et [17]).
Dans le reste de cette section, nous allons munir l’espace d’homologie ℓ1-re´duiteH
ℓ1
2 (G,R)
de la structure de Π-module induite par l’homomorphisme θ : Π → Out(G) et ainsi en
remarquant que si on re´partit les quatre facteurs le l’expression (15) comme suit (voir
l’expression (23) du paragraphe 4.4)
θ
Φ,f
(α, β, γ) :=m2(Ψ(α)(f(β, γ)), f(α, βγ)) −m2(f(α, β), f(αβ, γ))
nous allons ve´rifier que la 3-cochaˆıne borne´e θ
Φ,f
: Π3 −→ H
ℓ1
2 (G,R) est un cocycle (cf. pr.
9) repre´santant une classe de cohomologie note´e, [θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)), qui ne de´pend
pas du noyau abstrait (Ψ, f) associe´ a` l’homomorphisme θ : Π→ Out(G) (cf. pr. 10).
L’utilite´ de la classe de cohomologie [θ] pour cet article apparaˆıt dans la section 5.
Plus pre´cise´ment, en se donnant une extension de groupes discrets 1 → G
i
→ Γ
σ
→
Π → 1 munie de sa repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G), nous allons ve´rifier que la
diffe´rentielle d0,23 : E
0,2
3 → E
3,0
3 , de la suite spectrale de Hochschilde-Serre en cohomologie
borne´e a` coefficients dans le Π-module H
ℓ1
2 (G,R), envoie la classe de cohomologie borne´e
g2 sur la classe de cohomologie borne´e [θ] (cf. th. B). Ensuite, pour tout entier n ≥ 0
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nous allons de´montrer que la diffe´rentielle dn,23 : E
n,2
3 → E
n+3,0
3 , de la suite spectrale de
Hochschilde-Serre en cohomologie borne´e re´elle, est donne´e par le cup produit (cf. th. C),
dn,23 (x) = (−1)
nx ∪ [θ]
4.2. Quasi-actions. Rappelons que d’apre`s les discutions du paragraphe 3.4, e´tant donne´e
une classe de cohomologie borne´e x ∈ H2b (G,R) nous lui avons associe´ une extension
centrale 0 −→ R
j
−→ G
p
−→ G −→ 1 munie d’un quasi-morphisme homoge`ne ϕ : G → R
et d’une section ensembliste sx : G → G dont le de´faut a` eˆtre un homomorphisme est un
2-cocycle borne´ homoge`ne cx : G
2 → R tel que p∗(cx) = −dϕ et [cx] = x ∈ H
2
b (G,R).
Le lemme suivant ainsi que la proposition et son corollaire sont extraits de [3] et [4].
Lemme 4. Soit (Ψ, f) un noyau abstrait de l’homomorphisme θ : Π→ Out(G). Pour tous
les e´le´ments α ∈ Π et g ∈ G on pose :
Ψ(α)(g) = sx(Ψ(α)(p(g)))ϕ(g)(16)
Alors, pour chaque α ∈ Π l’application Ψ(α) : G→ G est une bijection e´gale a` l’identite´
sur la droite centrale R = Ker(p) ⊂ G et qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(1) ∀g ∈ G, p(Ψ(α)(g)) = Ψ(α)(p(g)) ;
(2) ∀g ∈ G,ϕ(Ψ(α)(g)) = ϕ(g) ;
(3) ∀α ∈ Π,∀g¯ ∈ G , Ψ(α) ◦ ig¯ = iΨ(α)(g¯) ◦Ψ(α) ;
(4) ∀α, β ∈ Π, Ψ(α) ◦Ψ(β) = iFx(α,β) ◦Ψ(αβ) ou` Fx(α, β) = sx ◦ f(α, β).
(5) ∀α ∈ Π, g ∈ G, z ∈ Z(G),Ψ(α)(g z) = Ψ(α)(g)Ψ(α)(z).
De´monstration. La relation 1) est e´vidente. La relation 2) re´sulte du fait que ϕ ◦ sx = 0.
La relation 3) est une conse´quence imme´diate de la relation : sx ◦ ig = isx (g) ◦sx tandis que
la relation 4) se de´duit de la formule de composition, Ψ(α) ◦Ψ(β) = i
f(α,β)
◦Ψ(αβ).
Enfin, la relation 5) se de´montre a` l’aide des proprie´te´s de sx et de ϕ e´nonce´es dans
l’affirmation 4. 
Proposition 6. Pour tous g et h e´le´ments du groupe G la bijection Ψ(α) : G→ G ve´rifie
la relation suivante :
Ψ(α)(g)Ψ(α)(h) = Ψ(α)(gh)(Ψ(α))∗(cx)(p(g), p(h))cx(p(g), p(h))
−1(17)
qui mesure le de´faut de Ψ(α) a` eˆtre un automorphisme sur l’extension centrale G.
En conse´quence, l’application Ψ(α) : G → G devient un automorphisme si et seule-
ment si la classe de cohomologie borne´e x ∈ H2b (G,R) est invariante par l’action de
l’automorphisme Ψ(α) ∈ Aut(G).
De´monstration. En effet, avec les notations ci-dessus on peut e´crire :
Ψ(α)(g)Ψ(α)(h) = [sx(Ψ(α)(p(g)))sx(Ψ(α)(p(h)))][ϕ(g)ϕ(h)]
= [sx(Ψ(α)(p(gh)))(Ψ(α))
∗(cx)(p(g), p(h))][ϕ(gh)cx(p(g), p(h))
−1]
= Ψ(α)(gh)(Ψ(α))∗(cx)(p(g), p(h))cx(p(g), p(h))
−1
EXPRESSION DE LA DIFFE´RENTIELLE d3 25

Corollaire 3. Soient 0 −→ R
j
−→ G
p
−→ G −→ 1 une extension centrale induite par une
classe de cohomologie borne´e x ∈ H2b (G,R) ; et 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 une extension
de groupes avec θ : Π → Out(G) de´signe la repre´sentation exte´rieure qui lui est associe´e.
Alors, il existe un homomorphisme θ : Π → Out(G,R) = {a ∈ Out(G)/a(t) = t,∀t ∈ R}
qui commute dans le diagramme suivant
Π
θ

θ
xxq
q
q
q
q
q
Out(G,R)
p#
// Out(G)
si et seulement si la classe x ∈ H2b (G,R) est Π-invariante. Ou` p
# : Out(G,R) → Out(G)
de´signe l’homomorphisme naturel induit par la surjection p : G→ G.
4.3. Construction d’une cochaˆıne borne´e de “composition”. Dans ce paragraphe,
on garde les notations introduites ci-dessus et on de´signe par Sym(G,R) (resp. Aut(G,R))
le groupe des bijections (resp. des automorphismes) de l’extension centrale G qui sont
e´gales a` l’identite´ sur la droite centrale R = Ker(p) ⊂ G.
Rappelons que la restriction de sx a` Z(G) (a` valeurs dans Z(G)) est un homomorphisme
(cf. aff. 4). Il en re´sulte que l’application Ψ : Π → Sym(G : R) qui est de´finie par la
formule (16) (cf. lemme 4) induit un homomorphisme Ψ : Π → Aut(Z(G),R) parce que,
pour tous α, β ∈ Π et z ∈ Z(G) on a,
Ψ(α) ◦Ψ(β)(z) = Fx(α, β)Ψ(αβ)(z)Fx(α, β)
−1 = Ψ(αβ)(z)
Ainsi, en conse´quence de ces remarques, dans tout le reste de ce travail nous allons
regarder le centre Z(G) ⊆ G comme un Π-module dont la structure est induite par
l’homomorphisme Ψ : Π→ Aut(Z(G),R).
Maintenant, conside´rons une repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) et fixons un de
ses noyaux abstraits (Ψ, f). Avec la formule (16) on obtient une application Ψ : Π →
Sym(G,R). D’autre part, en imitant la formule (15) qui de´finit le 3-cocycle d’obstruction
K
Ψ,f
: Π3 → Z(G), on pourra de´finir une application K
x,Ψ
: Π3 → G en posant pour tous
α, β et γ ∈ Π :
K
x,Ψ
(α, β, γ) = Ψ(α)(Fx(β, γ))Fx(α, βγ)Fx(αβ, γ)
−1Fx(α, β)
−1(18)
En effet, puisque l’image p(K
x,Ψ
) = K
Ψ,f
prend ses valeurs dans le centre Z(G) on en
de´duit que l’expression (18) de´finit une 3-cochaˆıne abe´lienne K
x,Ψ
: Π3 → Z(G). D’autre
part, puisque l’on sait que la section sx : Z(G)→ Z(G) et le quasi-morphisme ϕ : Z(G)→
R sont des homomorphismes relie´s par l’identite´ (cf. aff. 4),
z = sx ◦ p(z) + j ◦ ϕ(z), ∀z ∈ Z(G),
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il en re´sulte que les deux 3-cochaˆınes abe´liennes K
x,Ψ
: Π3 → Z(G) et K
Ψ,f
: Π3 → Z(G)
sont elles aussi relie´es par l’indentite´,
K
x,Ψ
= ϕ∗(Kx,Ψ) + (sx)∗(KΨ,f ) ∈ Z(G) ≃ R⊕ Z(G).(19)
La 3-cochaˆıne image ϕ∗(Kx,Ψ) : Π
3 → R sera appele´e cochaˆıne de composition. Nous
l’avons nomme´e ainsi parce que si on suppose que la repre´sentation exte´rieure θ : Π →
Out(G) est associe´e a` une extension de groupes 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1, en prenant
une extension centrale 0 −→ R
j
−→ G
s
←−−
−−→
p
G −→ 1 qui repre´sente la classe de cohomologie
borne´e x ∈ H2b (G,R) ; la 2-extension 0−−→R
j
−−→ G
i◦p
−−→ Γ
σ
−−→ Π −−→ 1 permet alors de
retrouver la 3-cochaˆıne ϕ∗(Kx,Ψ) : Π
3 → R en proce´dant comme si le groupe G e´tait un
Π-module tordu au sens de Whitehead (cf. [10] page 102).
Proposition 7. La cochaˆıne de composition c
x,Ψ
:= ϕ∗(Kx,Ψ) : Π
3 −→ R est donne´e
explicitement par la formule,
c
x,Ψ
(α, β, γ) = cx(Ψ(α)(f(β, γ), f(α, βγ)) − cx(f(α, β), f(αβ, γ)), ∀α, β, γ ∈ Π(20)
En conse´quence, c
x,Ψ
= ϕ∗(Kx,Ψ) : Π
3 −→ R est une 3-cochaˆıne borne´e.
De´monstration. Puisque pour tous z ∈ Z(G) et g ∈ G le quasi-morphisme homoge`ne
ϕ : G → R ve´rifie la relation, ϕ(z g) = ϕ(z) + ϕ(g) (cf. aff. 4), donc, si on l’applique sur
les deux membres de l’expression
K
x,Ψ
(α, β, γ)Fx(α, β)Fx(αβ, γ) = Ψ(α)(Fx(β, γ))Fx(α, βγ)
de´duite de (18) on obtient :
ϕ(Ψ(α)(Fx(β, γ))Fx(α, βγ)) = ϕ(Kx,Ψ(α, β, γ)) + ϕ(Fx(α, β)Fx(αβ, γ)).
Ensuite, de´veloppons les deux membres ci-dessus en appliquant la relation p∗(cx) = −dϕ,
le fait qu’on a ϕ ◦ sx = 0 implique ϕ ◦ Fx = 0 et que ϕ(Ψ(α)(g¯)) = ϕ(g¯),∀α ∈ Π et g¯ ∈ G.
ϕ(Ψ(α)(Fx(β, γ))Fx(α, βγ)) = ϕ(Ψ(α)(Fx(β, γ))) + ϕ(Fx(α, βγ))
+ cx(Ψ(α)(f(β, γ), f(α, βγ))
= cx(Ψ(α)(f(β, γ), f(α, βγ))
et
ϕ(K
x,Ψ
(α, β, γ)Fx(α, β)Fx(αβ, γ)) = ϕ(Kx,Ψ(α, β, γ)) + ϕ(Fx(α, β)Fx(αβ, γ))
= ϕ(K
x,Ψ
(α, β, γ)) + ϕ(Fx(α, β)) + ϕ(Fx(αβ, γ))
+ cx(f(α, β), f(αβ, γ))
= ϕ(K
x,Ψ
(α, β, γ)) + cx(f(α, β), f(αβ, γ)).
Ainsi, en comparant les deux de´veloppements on de´duit l’expresion (20). 
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Proposition 8. Le cobord de la 3-cochaˆıne K
x,Ψ
: Π3 → Z(G) est donne´ par l’expression,
d(K
x,Ψ
)(α, β, γ, ζ) = c
x,Ψ
(β, γ, ζ)− c
Ψ(α)b(x),Ψ
(β, γ, ζ) ∈ R.(21)
De´monstration. Pour tous α, β, γ et ζ e´le´ments du groupe Π nous poserons :
L = Ψ(α)
(
Ψ(β)(Fx(γ, ζ))Fx(β, γζ)
)
Fx(α, βγζ) ∈ G.
Ci-dessous, nous de´veloppons l’e´le´ment L ∈ G de deux fac¸ons :
1) Dans le premier de´veloppement, nous utilisons l’expression (18) qui de´finit la cochaˆıne
K
x,Ψ
. De plus, nous allons utiliser l’expression (17) de la proposition 6 qui controˆle la
de´viation de la bijection Ψ(α) : G → G a` eˆtre un automorphisme. De meˆme, nous allons
appliquer la formule (4) du lemme 4 qui controˆle la de´viation de l’application Ψ : Π →
Sym(G : R) a` eˆtre un homomorphisme.
L = Ψ(α)
(
Ψ(β)(Fx(γ, ζ))Fx(β, γζ)
)
Fx(α, βγζ)
= Ψ(α) ◦Ψ(β)(Fx(γ, ζ))[Ψ(α)(Fx(β, γζ))Fx(α, βγζ)]
cx(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))(Ψ(α))
∗(cx(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))
−1
= iFx(α,β) ◦Ψ(αβ)(Fx(γ, ζ))[Fx(α, β)Fx(αβ, γζ)Kx,Ψ(α, β, γζ)]
cx(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))(Ψ(α))
∗(cx(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))
−1
= Fx(α, β)[Ψ(αβ)(Fx(γ, ζ))Fx(αβ, γζ)]Kx,Ψ(α, β, γζ)
cx(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))(Ψ(α)
∗(cx)(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))
−1
= [Fx(α, β)Fx(αβ, γ)Fx(αβγ, ζ)]Kx,Ψ(αβ, γ, ζ)Kx,Ψ(α, β, γζ)
cx(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))(Ψ(α))
∗(cx)(Ψ(β)(f(γ, ζ)), f(β, γζ))
−1
2) Dans ce second de´veloppement de l’expression L, a` coˆte´ des expressions (17) et (18)
nous allons utiliser le fait que les bijections Ψ(α) fixent les points de R = Ker(p) et que
pour tous g ∈ G et z ∈ Z(G) on a : Ψ(α)(g z) = Ψ(α)(g)Ψ(α)(z) (cf. lemme 4).
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L = Ψ(α)
(
Ψ(β)(Fx(γ, ζ))Fx(β, γζ)
)
Fx(α, βγζ)
= Ψ(α)
(
K
x,Ψ
(β, γ, ζ)Fx(β, γ)Fx(βγ, ζ)
)
Fx(α, βγζ)
= Ψ(α)
(
Fx(β, γ)Fx(βγ, ζ)
)
Fx(α, βγζ)Ψ(α)(Kx,Ψ(β, γ, ζ))
= Ψ(α)(Fx(β, γ))[Ψ(α)(Fx(βγ, ζ))Fx(α, βγζ)]Ψ(α)(Kx,Ψ(β, γ, ζ))
cx(f(β, γ), f(βγ, ζ))(Ψ(α))
∗(cx)(f(β, γ), f(βγ, ζ))
−1
= Ψ(α)(Fx(β, γ))[Kx,Ψ(α, βγ, ζ)Fx(α, βγ)Fx(αβγ, ζ)]Ψ(α)(Kx,Ψ(β, γ, ζ))
cx(f(β, γ), f(βγ, ζ))(Ψ(α)
∗(cx)(f(β, γ), f(βγ, ζ))
−1
= [Ψ(α)(Fx(β, γ))Fx(α, βγ)]Fx(αβγ, ζ)Ψ(α)(Kx,Ψ)(β, γ, ζ))Kx,Ψ(α, βγ, ζ)
cx(f(β, γ), f(βγ, ζ))(Ψ(α))
∗(cx)(f(β, γ), f(βγ, ζ))
−1
= [Fx(α, β)Fx(αβ, γ)Fx(αβγ, ζ)]Ψ(α)(Kx,Ψ(β, γ, ζ))Kx,Ψ(α, β, γ)Kx,Ψ(α, βγ, ζ)
cx(f(β, γ), f(βγ, ζ))(Ψ(α))
∗(cx)(f(β, γ), f(βγ, ζ))
−1
La formule de diffe´rence (21) s’obtient maintenant par comparaison des deux de´veloppements
de l’e´le´ment L dans le groupe G. 
Observons que puisque d’apre`s la formule (19) on sait que la cochaˆıne K
x,Ψ
: Π3 → Z(G)
est e´gale a` la somme,
K
x,Ψ
= ϕ∗(Kx,Ψ) + (sx)∗(KΨ,f ) ∈ Z(G) ≃ R⊕ Z(G)
et puisque la cochaˆıne image s∗x(KΨ,f ) : Π
3
K
Ψ,f
−→ Z(G)
sx−→ Z(G) est un 3-cocycle, l’expression
(21) e´tablie dans la proposition 8 permet de de´duire le corollaire :
Corollaire 4. Pour toute classe de cohomologie borne´e x ∈ H2b (G,R) le cobord de la
cochaˆıne borne´e de composition ϕ∗(Kx,Ψ) = cx,Ψ : Π
3 → R est e´gal a`,
d(c
x,Ψ
)(α, β, γ, ζ) = c
x,Ψ
(β, γ, ζ)− c
Ψ(α)b(x),Ψ
(β, γ, ζ)(22)
Notons qu’en conse´quence de la proposition 8 et de son corollaire 4, si on suppose que
la classe de cohomologie borne´e x ∈ H2b (G,R) est Π-invariante comme dans [3] et [4], on
retrouve le fait que K
x,Ψ
: Π3 → Z(G) est un 3-cocycle et que la cochaˆıne de composition
ϕ∗(Kx,Ψ) = cx,Ψ : Π
3 → R est un 3-cocycle borne´ qui repre´sente par conse´squent un e´le´ment
de l’espace de cohomologie borne´e H3b (Π,R). Si l’on suppose enfin que θ : Π → Out(G)
provient d’une extension de groupes, nous avons de´montre´ dans [3] que l’application line´aire
δ : H2b (G,R)
Π −→ H3b (Π,R)
x 7−→ [ϕ∗(Kx,Ψ)]
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appele´e ope´rateur de transgression rend la suite (1) exacte.
4.4. Un repre´sentant canonique de la classe de cohomologie [θ]. Dans ce para-
graphe, e´tant donne´e une repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) nous munissons
l’espace d’homologie ℓ1-re´duite H
ℓ1
2 (G,R) de la structure de Π-module de Banach induite
par θ. Et, pour tout noyau abstrait (Ψ, f) de la repre´sentation exte´rieure θ nous nous
proposons de de´montrer que la cochaˆıne borne´e θ
Ψ,f
: Π3 → Zℓ12 (G,R) qui est de´finie par
l’expression,
θ
Ψ,f
(α, β, γ) = m2(Ψ(α)(f(β, γ)), f(α, βγ)) −m2(f(α, β), f(αβ, γ))(23)
induit un 3-cocycle borne´ θ
Ψ,f
: Π3
θ
Ψ,f
−−−−→ Zℓ12 (G,R) −→ H
ℓ1
2 (G,R) ou` m2 : G
2 →
Zℓ12 (G,R) de´signe la 2-cochaˆıne de´finie par la formule (13). Nous montrerons dans la
section suivante que la classe de cohomologie induite par ce cocycle ne de´pend pas du
noyau abstrait (Ψ, f).
D’abord, rappelons que puisque pour tout 2-cobord borne´ db ∈ B2b (G,R) on a,
< db,m2(g, h) >= 0, ∀g, h ∈ G
(cf. aff. 5) il en re´sulte que pour tout 2-cocycle borne´ c ∈ Z2b (G,R) la 3-cochaˆıne borne´e
de composition ϕ∗(Kx,Ψ) = cx,Ψ : Π
3 → R de´finie par la formule (20) peut eˆtre exprime´e
par le crochet de dualite´,
c
x,Ψ
(α, β, γ) =< c, θ
Ψ,f
(α, β, γ) >=< cx, θΨ,f (α, β, γ) >(24)
ou` cx de´signe l’unique 2-cocycle borne´ homoge`ne qui repre´sente la classe de cohomologie
borne´e x = [c] ∈ H2b (G,R).
Proposition 9. La cochaˆıne borne´e θ
Ψ,f
: Π3
θ
Ψ,f
−−−−→ Zℓ12 (G,R) −→ H
ℓ1
2 (G,R) qui est
induite en homologie ℓ1-re´duite par l’expression (23) est un 3-cocycle.
De´monstration. Notons que puisque la cochaˆıne m2 : G
2 → Zℓ12 (G,R) annule le cobord
des cochaˆınes borne´es b : G→ R il en re´sulte imme´diatement que :
< db, θ
Ψ,f
>= 0 et que < db, d
Π
(θ
Ψ,f
) >= 0
ou` dΠ de´signe la diffe´rentielle de´finie sur le complexe des cochaˆınes non homoge`nes de´finies
sur le groupe Π a` valeurs dans le Π-module de Banach H
ℓ1
2 (G,R). Par conse´quent, pour
de´montrer que la cochaˆıne θ
Ψ,f
: Π3 → H
ℓ1
2 (G,R) est un 3-cocycle, il suffit de de´montrer
que pour toute classe de cohomologie borne´e x = [cx] ∈ H
2
b (G,R) et pour tous les e´le´ments
α, β, γ et ζ ∈ Π le crochet de dualite´,
< cx, dΠ(θΨ,f )(α, β, γ, ζ) >,
est nul.
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En effet, par de´finition de la diffe´rentielle d
Π
on peut e´crire :
< cx, dΠ(θΨ,f )(α, β, γ, ζ) > = < cx,Ψ(α)∗(θΨ,f (β, γ, ζ)) > − < cx, θΨ,f (αβ, γ, ζ) >
+ < cx, θΨ,f (α, βγ, ζ) > − < cx, θΨ,f (α, β, γζ) >
+ < cx, θΨ,f (α, β, γ) >
= < Ψ(α)∗(cx), θΨ,f (β, γ, ζ)) > −cx,Ψ(αβ, γ, ζ)
+c
x,Ψ
(α, βγ, ζ) − c
x,Ψ
(α, β, γζ) + c
x,Ψ
(α, β, γ)
= [< (Ψ(α))∗(cx), θΨ,f (β, γ, ζ) > −cx,Ψ(β, γ, ζ)]
+ [c
x,Ψ
(β, γ, ζ) − c
x,Ψ
(αβ, γ, ζ) + c
x,Ψ
(α, βγ, ζ)
− c
x,Ψ
(α, β, γζ) + c
x,Ψ
(α, β, γ)]
= [< (Ψ(α))∗(cx), θΨ,f (β, γ, ζ) > −cx,Ψ(β, γ, ζ)]
+d(c
x,Ψ
)(α, β, γ, ζ)
Ainsi, si on applique la formule (22) du corollaire 4 qui nous donne :
d(c
x,Ψ
)(α, β, γ, ζ) = c
x,Ψ
(β, γ, ζ)− c
Ψb(α)(x),Ψ
(β, γ, ζ),∀x ∈ H2b (G,R)
on de´duit finalement que le crochet de dualite´ < cx, dΠ(θΨ,f )(α, β, γ, ζ) > est nul et que la
2-chaˆıne d
Π
(θ
Ψ,f
)(α, β, γ, ζ) ∈ Bℓ12 (G,R). Donc, si on passe dans le Π-module de Banach
d’homologie ℓ1-re´duite H
ℓ1
2 (G,R) on obtient dΠ(θΨ,f )(α, β, γ, ζ) = 0. 
4.5. La classe de cohomologie borne´e [θ
Ψ,f
] est bien de´finie. Dans ce paragraphe,
nous nous proposons de de´montrer que la classe de cohomologie [θ
Ψ,f
] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R))
de´finie par l’expression (23) a` partir du noyau abstrait (Ψ, f) ne de´pend que de la repre´senta-
tion exte´rieure θ : Π→ Out(G).
Pour cela, conside´rons deux noyaux abstraits (Ψ, f) et (Ψ′, f ′) associe´s a` la repre´sentation
exte´rieure θ : Π→ Out(G). Observons que puisque pour tout α ∈ Π les automorphisemes
Ψ(α) et Ψ′(α) repre´sentent le meˆme automorphisme exte´rieur θ(α) ∈ Out(G), il existe une
application h : Π→ G telle que pour tout α ∈ Π, Ψ′(α) = i
h(α)
◦Ψ(α). Ainsi, par de´finition
des de´fauts f et f ′ : Π2 → G il existe une cochaˆıne abe´lienne z : Π2 → Z(G) qui les relient
avec l’application h : Π→ G dans la relation :
f ′(α, β)h(αβ)z(α, β) = h(α)Ψ(α)(h(β))f(α, β), ∀α, β ∈ Π.(25)
Rappelons que dans le lemme 4, a` partir des donne´es pre´ce´dentes nous avons construit
des familles de bijections Ψ : Π → Sym(G,R) et Ψ
′
: Π → Sym(G,R) (cf. formule (16))
dont le de´faut pour qu’elles soient des homomorphismes est donne´ respectivement par les
applications, Fx = sx ◦ f et F
′
x = sx ◦ f
′ : Π2 → G (cf. l’assertion 4 du lemme 4).
Le lemme suivant joue un roˆle crucial pour comparer les deux classes de cohomologie
borne´e [θΨ,f ] et [θΨ′,f ′ ] dans le groupe H
3
b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)).
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Lemme 5. Avec les notations ci-dessus on a les propositions suivantes :
(1) Il existe une application h0 : Π→ G telle que pour tout α ∈ Π, ih0(α)◦Ψ(α) = Ψ
′
(α).
(2) Il existe une cochaˆıne abe´lienne b : Π2 → Z(G) telle que pour tous α et β ∈ Π,
b(α, β)F ′x(α, β)h0(αβ) = h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α, β).
(3) La cochaˆıne re´elle ϕ∗(b) : Π
2 b−→ Z(G)
ϕ
−→ R est e´gale au crochet de dualite´
ϕ∗(b) =< cx, λ > ou` λ : Π
2 → Zℓ12 (G,R) est une cochaˆıne borne´e qui associe a`
chaque couple (α, β) ∈ Π2 un 2-cycle qui repre´sente une classe d’homologie ℓ1-
re´duite donne´e par l’expression :
λ(α, β) = m2(h(α),Ψ(α)(h(β))) +m2(Ψ(α)(h(β)), f(α, β))(26)
−m2(f
′(α, β), h(αβ)) ∈ H
ℓ1
2 (G,R)
et ou` m2 : G
2 → Zℓ12 (G,R) de´signe la cochaˆıne de´finie par l’expression (13).
De´monstration. 1) Puisque pour tout α ∈ Π on sait que, Ψ′(α) = i
h(α)
◦ Ψ(α), en posant
h0(α) = sx◦h(α) ∈ G la formule (16) qui de´finit la famille de bijections Ψ
′
: Π→ Sym(G,R)
permet de voir que pour tout e´le´ment g ∈ G on a
Ψ
′
(α)(g) = sx(Ψ
′(α)(p(g))ϕ(g)
= sx(ih(α) ◦Ψ(α)(p(g))ϕ(g)
= sx ◦ p(ih0(α) ◦Ψ(α)(g))ϕ(g)
En remarquant que l’application sx ◦ p : G → G commute avec la conjugaison dans le
groupe G (cf. aff. 4), on de´duit que Ψ
′
(α) = i
h0(α)
◦Ψ(α).
2) Observons que si pour tous les e´le´ments α et β du groupe Π on compose l’expression
Ψ
′
(α) = i
h0(α)
◦ Ψ(α) avec Ψ
′
(β) = i
h0(β)
◦ Ψ(β), on obtient par application de la formule
(4) du lemme 4 qu’on a
Ψ
′
(α) ◦Ψ
′
(β) = i
h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α,β)
◦Ψ(αβ)
D’autre part, puisque on a Ψ
′
(α) ◦ Ψ
′
(β) = i
F ′x(α,β)
◦ Ψ
′
(αβ) = i
F ′x(α,β)h0(αβ)
◦ Ψ(αβ) on
en de´duit l’e´galite´ des automorphismes inte´rieurs :
i
h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α,β)
= i
F ′x(α,β)h0(αβ)
Un automorphisme inte´rieur n’e´tant de´fini qu’a` un e´le´ment du centre pre`s, il existe donc
une cochaˆıne abe´lienne b : Π2 → Z(G) qui re´alise la relation recherche´e,
b(α, β)F ′x(α, β)h0(αβ) = h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α, β), ∀α, β ∈ Π.
3) Pour pouvoir e´crire la 2-cochaˆıne re´elle ϕ∗(b) : Π
2 → R au moyen d’un crochet de
dualite´, nous allons de´velopper dans le groupe G les deux membres de la relation e´tablie
dans 2) comme suit.
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a) Premie`rement, notons que puisque le 2-cocycle cx : G
2 → R est e´gal au de´faut de la
section sx : G→ G on peut e´crire,
b(α, β)F ′x(α, β)h0(αβ) = b(α, β)sx ◦ f
′(α, β)sx ◦ h(αβ)
= b(α, β)cx(f
′(α, β), h(αβ))sx(f
′(α, β)h(αβ))
b) D’autre part, si l’on exprime la bijection Ψ(α) a` l’aide de (16) et si on utilise la
proprie´te´ ϕ ◦ sx = 0 on obtient :
h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α, β) = sx ◦ h(α)sx(Ψ(α)(h(β)))sx ◦ f(α, β)j ◦ ϕ ◦ sx(h(β))
= cx(h(α),Ψ(α)(h(β)))sx(h(α)Ψ(α)(h(β)))sx(f(α, β))
= cx(h(α),Ψ(α)(h(β)))cx(Ψ(α)(h(β)), f(α, β))
sx(h(α)Ψ(α)(h(β))f(α, β))
Ainsi, si maintenant on applique l’expression (25) qui relie les de´fauts respectifs f et f ′
des rele`vements ensemblistes Ψ et Ψ′ de la repre´sentation exte´rieure θ : Π→ Out(G) i.e.,
f ′(α, β)h(αβ)z(α, β) = h(α)Ψ(α)(h(β))f(α, β) ou` z(α, β) ∈ Z(G), ∀α, β ∈ Π
on pourra alors re´e´crire l’e´le´ment h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α, β) sous la forme suivante :
h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α, β) = cx(h(α),Ψ(α)(h(β)))cx(Ψ(α)(h(β)), f(α, β))
sx(f
′(α, β)h(αβ)z(α, β))
c) Et, puisque pour tous g ∈ G et z ∈ Z(G) on sait que sx(gz) = sx(g) · sx(z) ∈ G (cf.
aff. 4) on de´duit de ce qui pre´ce`de que
b(α, β) = cx(h(α),Ψ(α)(h(β))) + cx(Ψ(α)(h(β)), f(α, β)) − cx(f
′(α, β), h(αβ))
+ sx(z(α, β))
= < cx, λ(α, β) > +sx(z(α, β))
ou` λ(α, β) =m2(h(α),Ψ(α)(h(β))) +m2(Ψ(α)(h(β)), f(α, β)) −m2(f
′(α, β), h(αβ)).
Enfin, si on applique le quasi-morphisme homoge`ne ϕ : G→ R sur la dernie`re expression
de l’e´le´ment b(α, β) ∈ Z(G) on obtient ϕ∗(b)(α, β) =< cx, λ(α, β) > car ϕ ◦ sx = 0 et pour
tout t ∈ R, ϕ(t) = t. 
Pour finir cette section nous allons de´montrer la proposition suivante qui affirme que la
classe de cohomologie borne´e [θ
Ψ,f
] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) ne de´pend pas du noyau abstrait
choisi (Ψ, f).
Proposition 10. Le cobord de la cochaˆıne borne´e λ : Π2 → H
ℓ1
2 (G,R) qui est de´finie par
l’expression (26) est e´gal a` dλ = θ
Ψ′,f ′
− θ
Ψ,f
.
En conse´quence, la classe de cohomologie borne´e [θ
Ψ,f
] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) ne de´pend
que de la repre´sentation exte´rieure θ : Π→ Out(G).
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De´monstration. Pour de´montrer que le cobord dλ : Π3 → H
ℓ1
2 (G,R) est e´gal a` la diffe´rence
θ
Ψ′,f ′
− θ
Ψ,f
nous de´velopperons ci-dessous le produit
L′ = h0(α)Ψ(α)[h0(β)Ψ(β)(h0(γ))Fx(β, γ)]Fx(α, βγ)
dans le groupe G de deux fac¸ons.
1) Dans le premier de´veloppement de l’e´le´ment L′ ∈ G, nous allons utiliser l’expression
Ψ(α) ◦ Ψ(β) = i
Fx(α,β)
◦ Ψ(αβ) (cf. lemme 4) et la formule (17) de la proposition 6 qui
controˆle la de´viation de la bijection Ψ(α) : G→ G a` eˆtre un homomorphisme.
L′ = h0(α)Ψ(α)[h0(β)Ψ(β)(h0(γ))Fx(β, γ)]Fx(α, βγ)
= h0(α)Ψ(α)(h0(β))[Ψ(α)(Ψ(β)(h0(γ))Fx(β, γ))]Fx(α, βγ)
[cx(h(α),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))(Ψ(α))
∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
−1 ]
= h0(α)Ψ(α)(h0(β))[Ψ(α) ◦Ψ(β)(h0(γ))Ψ(α)(Fx(β, γ))]Fx(α, βγ)
[cx(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))(Ψ(α))
∗ (cx)(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))
−1 ]
[cx(h(α),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))(Ψ(α))
∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
−1 ]
= [h0(α)Ψ(α)(h0(β))Fx(α, β)][Ψ(αβ)(h0(γ))Fx(α, β)
−1]
[Ψ(α)(Fx(β, γ))]Fx(α, βγ)]
[cx(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))(Ψ(α))
∗ (cx)(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))
−1 ]
[cx(h(α),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))(Ψ(α))
∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
−1 ]
Pour poursuivre ce de´veloppement de l’e´le´ment L′ ∈ G nous allons utiliser l’expression
de la cochaˆıne abe´lienne b : Π2 → Z(G) du lemme 5 et l’expression (18) i.e.
K
x,Ψ
(α, β, γ) = Ψ(α)(Fx(β, γ))Fx(α, βγ)Fx(αβ, γ)
−1Fx(α, β)
−1
associe´e au noyau abstrait (Ψ, f).
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L′ = [b(α, β)F ′x(α, β)h0(αβ)][Ψ(αβ)(h0(γ))Fx(α, β)
−1]
[K
x,Ψ
(α, β, γ)Fx(α, β)Fx(αβ, γ)]
[cx(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))(Ψ(α))
∗ (cx)(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))
−1 ]
[cx(h(α),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))(Ψ(α))
∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
−1 ]
= [b(α, β)K
x,Ψ
(α, β, γ)]F ′x(α, β)[h0(αβ)Ψ(αβ)(h0(γ))Fx(αβ, γ)]
[cx(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))(Ψ(α))
∗ (cx)(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))
−1 ]
[cx(h(α),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))(Ψ(α))
∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
−1 ]
= [b(α, β)b(αβ, γ)K
x,Ψ
(α, β, γ)][F ′x(α, β)F
′
x(αβ, γ)h0(αβγ)]
[cx(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))(Ψ(α))
∗ (cx)(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))
−1 ]
[cx(h(α),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))(Ψ(α))
∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
−1 ]
2) Dans le deuxie`me de´veloppement de l’e´le´ment L′ ∈ G, nous allons utiliser la formule
(18) qui donne l’expression des cochaˆınes K
x,Ψ
et K
x,Ψ′
: Π3 → Z(G) et le fait que la
bijection Ψ(α) : G→ G ve´rifie la relation Ψ(α)(g z) = Ψ(α)(g)Ψ(α)(z) pour tous g ∈ G et
z ∈ Z(G) (cf. lemme 4). De meˆme, nous allons utiliser l’existence de h0 : Π → G tel que
pour tout α ∈ Π, Ψ
′
(α) = i
h0(α)
◦Ψ(α) prouve´e dans le lemme 5.
L′ = h0(α)Ψ(α)[h0(β)Ψ(β)(h0(γ))Fx(β, γ)]Fx(α, βγ)
= h0(α)Ψ(α)[b(β, γ)F
′
x(β, γ)h0(βγ)]Fx(α, βγ)
= Ψ(α)(b(β, γ))[h0(α)Ψ(α)(F
′
x(β, γ)h0(βγ)]Fx(α, βγ)
= Ψ(α)(b(β, γ))[h0(α)Ψ(α)(F
′
x(β, γ))Ψ(α)(h0(βγ))Fx(α, βγ)
[cx(f
′(β, γ), h(βγ)))(Ψ(α))∗(cx)(f
′(β, γ), h(βγ)))−1 ]
= Ψ(α)(b(β, γ))[h0(α)Ψ(α)(F
′
x(β, γ))h0(α)
−1][h0(α)Ψ(α)(h0(βγ))Fx(α, βγ)]
[cx(f
′(β, γ), h(βγ)))(Ψ(α))∗(cx)(f
′(β, γ), h(βγ)))−1 ]
= Ψ(α)(b(β, γ))[Ψ
′
(α)(F ′x(β, γ))][b(α, βγ)F
′
x(α, βγ)h0(αβγ)]
[cx(f
′(β, γ), h(βγ)))(Ψ(α))∗(cx)(f
′(β, γ), h(βγ)))−1 ]
= Ψ(α)(b(β, γ))b(α, βγ)[K
x,Ψ
′
(α, β, γ)F ′x(α, β)F
′
x(αβ, γ)]h0(αβγ)
[cx(f
′(β, γ), h(βγ)))(Ψ(α))∗(cx)(f
′(β, γ), h(βγ)))−1 ]
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3) Si on simplifie par F ′x(α, β)F
′
x(αβ, γ)h0(αβγ) ∈ G qui apparaˆıt dans les deux de´veloppements
pre´ce´dents de L′ ∈ G on pourra e´crire dans le sous-groupe abe´lien additif (Z(G),+) que :
K
x,Ψ
(α, β, γ) = K
x,Ψ
′
(α, β, γ) + Ψ(α)(b(β, γ)) − b(αβ, γ) + b(α, βγ) − b(α, β)
+ cx(f
′(β, γ), h(βγ)) − (Ψ(α))∗(cx)(f
′(β, γ), h(βγ))
− cx(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ)) + (Ψ(α))∗(cx)(Ψ(β)(h(γ)), f(β, γ))
− cx(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ)) + (Ψ(α))∗(cx)(h(β),Ψ(β)(h(γ))f(β, γ))
= K
x,Ψ
′
(α, β, γ) + Ψ(α)(b(β, γ)) − b(αβ, γ) + b(α, βγ) − b(α, β)
− < cx, λ(β, γ) > + < (Ψ(α))
∗(cx), λ(β, γ) >
ou` λ : Π2 → Z(G) de´signe la cochaˆıne de´finie dans le lemme 5 par, ϕ∗(b) =< cx, λ >.
Enfin, puisque le quasi-morphisme homoge`ne ϕ : G→ R est Ψ-invariant (cf. lemme 4),
ϕ(Ψ(α)(g)) = ϕ(g), ∀α ∈ Π, g ∈ G
et que pour tous α, β et γ ∈ Π on a ϕ(K
x,Ψ
(α, β, γ)) =< cx, θψ,f (α, β, γ) > on obtient,
< cx, θψ,f (α, β, γ) − θΨ′,f ′ (α, β, γ) > = ϕ(Kx,Ψ(α, β, γ)) − ϕ(Kx,Ψ′ (α, β, γ))
= < cx, λ(β, γ) > − < cx, λ(αβ, γ) >
+ < cx, λ(α, βγ) > − < cx, λ(α, β) >
− < cx, λ(β, γ) > + < cx, (Ψ(α))∗(λ)(β, γ) >
= − < cx, λ(αβ, γ) > + < cx, λ(α, βγ) >
− < cx, λ(α, β) > + < cx, (Ψ(α))∗(λ)(β, γ) >
= < cx, dλ(α, β, γ) > .
Ainsi, en passant dans l’espace d’homologie ℓ1-re´duite H
ℓ1
2 (G,R) on de´duit de ce qui
pre´ce`de qu’on a finalement θ
Ψ,f
− θ
Ψ′,f ′
= dλ. 
5. Expression de la diffe´rentielle d3
Conside´rons une extension de groupes discrets 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 et fixons une
section ensembliste s : Π→ Γ pour l’homomorphisme surjectif σ. Rappelons qu’un noyau
abstrait (Ψs, f) peut eˆtre associe´ a` la section s : Π→ Γ par les expressions suivantes,
f(α, β) = s(α)s(β)[s(αβ)]−1 et Ψs(α)(g) = s(α)gs(α)
−1, ∀α, β ∈ Π, g ∈ G
Ainsi, puisque pour tous les e´le´ments α et β ∈ Π on a Ψs(α) ◦Ψs(β) = if(α,β) ◦ Ψs(αβ)
on de´duit que l’application Ψs : Π → Aut(G) induit un homomorphisme au niveau des
automorphismes exte´rieurs qu’on notera θ : Π→ Out(G).
Dans le reste de cette section on pose Ψ := Ψs.
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Rappelons aussi que dans la section 4, en munissant l’espace d’homologie ℓ1-re´duite
H
ℓ1
2 (G,R) par la structure de Π-module de Banach qui est induite par θ : Π → Out(G),
nous avons de´montre´ que pour tout noyau abstrait (Ψ, f) l’expression (23),
θ
Ψ,f
(α, β, γ) =m2(Ψ(α)(f(β, γ), f(α, βγ)) −m2(f(α, β), f(αβ, γ)), ∀α, β, γ ∈ Π
de´finit un 3-cocycle borne´ θ
Ψ,f
: Π3 −→ H
ℓ1
2 (G,R) dont la classe de cohomologie borne´e
associe´e [θ
Ψ,f
] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) de´pend seulement de θ : Π→ Out(G).
De meˆme, rappelons que dans le the´ore`me principal A de la section 3 nous avons
de´montre´ que l’expression (13)
m2(g, h) = (g, h) −m(g) +m(gh) −m(h) = (g, h) −m ◦ ∂2(g, h), ∀g, h ∈ G
induit un 2-cocycle borne´ homoge`ne m2 : G
2 → H
ℓ1
2 (G,R) qui repre´sente une classe de
cohomologie borne´e g2 ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R)) unique pour la relation suivante,
x ∪ g2 = x, ∀x ∈ H
2
b (G,R).
5.1. La diffe´rentielle d
3,ℓ1
envoie g2 sur [θ]. Soient 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 une
extension de groupes discrets et s : Π → Γ une section ensembliste de l’homomorphisme
surjectif σ. Puisque pour tout e´le´ment γ ∈ Γ on a σ(γ) = σ(s ◦ σ(γ)) on peut de´finir une
application h : Γ→ G en posant pour tout γ ∈ Γ,
γ = h(γ).s ◦ σ(γ)
Il re´sulte de la de´finition de l’application h : Γ→ G que
h(g) = g, ∀g ∈ G
Proposition 11. L’image re´ciproque σ∗(θ
Ψ,f
) : Γ3 → H
ℓ1
2 (G,R) est e´gale au cobord de la
conchaˆıne borne´e T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) qui est de´finie par l’expression,
T (γ1 , γ2) =m2(f(σ(γ1), σ(γ2)), h(γ1γ2)
−1)−m2(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1)(27)
En conse´quence, la classe de cohomologie borne´e σb([θΨ,f ]) ∈ H
3
b (Γ,H
ℓ1
2 (G,R)) est nulle.
Tout le reste de la section sera consacre´ a` la de´monstration de la proposition 11.
Soit x ∈ H2b (G,R) une classe de cohomologie borne´e et 0 −→ R
j
−→ G
sx←−−
−−→
p
G −→ 1
l’extension centrale qui lui est associe´e (cf. 3.4.2). Posons,
hx = sx ◦ h : Γ−→G et Fx = sx ◦ f : Π
2 −→ G
les rele`vements respectifs sur G des applications h : Γ −→ G et f : Π×Π −→ G.
Affirmation 7. Avec les notations ci-dessus la cochaˆıne non abe´lienne Fx(σ, σ) : Γ
2 −→ G
s’e´crit sous la forme,
Fx(σ(γ1), σ(γ2)) = Ψ(σ(γ1))(hx(γ2)
−1)hx(γ1)
−1hx(γ1γ2) < cx, T (γ1 , γ2) >(28)
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ou` T : Γ2 −→ Zℓ12 (G,R) est un repre´sentant de la 2-cochaˆıne borne´e T : Γ −→ H
ℓ1
2 (G,R)
de´finie par l’expression (27) et ou` Ψ : Π −→ Sym(G,R) de´signe la famille de bijections
de´finies dans le lemme 4 par l’expression (16).
De´monstration. Avant d’e´tablir l’expression (28) nous allons d’abord exprimer l’application
f(σ, σ) : Γ2 −→ G en fonction des applications Ψ : Π −→ Aut(G) et h : Γ −→ G.
D’abord observons que pour tous les e´le´ments γ1 et γ2 ∈ Γ on peut e´crire
f(σ(γ1), σ(γ2)) = s ◦ σ(γ1)s ◦ σ(γ2)s ◦ σ(γ1γ2)
−1
= [s(σ(γ1))h(γ2)
−1s(σ(γ1))
−1]s ◦ σ(γ1)γ2s ◦ σ(γ1γ2)
−1
= Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1)h(γ1)
−1h(γ1γ2).
Ensuite, de´veloppons l’expression sx ◦ f(σ(γ1), σ(γ2)) ∈ G tout en utilisant le fait que le
de´faut de la section sx : G→ G est e´gal a` l’unique 2-cocycle borne´ homoge`ne cx : G
2 −→ R
qui repre´sente la classe de cohomologie x ∈ H2b (G,R) :
Fx(σ(γ1), σ(γ2)) = sx ◦ f(σ(γ1), σ(γ2))
= sx[Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1)h(γ1)
−1h(γ1γ2)]
= sx[Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1]sx[h(γ1)
−1h(γ1γ2)]
cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1h(γ1γ2))
−1
= sx[Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1]sx(h(γ1)
−1)sx(h(γ1γ2))
cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1h(γ1γ2))
−1cx(h(γ1)
−1, h(γ1γ2))
−1.
Par conse´quent, si on se rappelle que la bijection Ψ(α) : G −→ G est de´finie par la
formule (16),
Ψ(α)(g) = sx(Ψ(α)(p(g))ϕ(g)
et que ϕ ◦ sx = 0, on pourra re´e´crire l’expression pre´ce´dente sous la forme :
Fx(σ(γ1), σ(γ2)) = Ψ(σ(γ1))(hx(γ2)
−1)sx(h(γ1)
−1)sx(h(γ1γ2))k(γ1 , γ2)
= Ψ(σ(γ1))(hx(γ2)
−1)hx(γ1)
−1hx(γ1γ2)k(γ1 , γ2)
ou` k : Γ2 −→ R de´signe la cochaˆıne borne´e de´finie par,
k(γ1 , γ2) = −cx(h(γ1)
−1, h(γ1γ2))− cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1h(γ1γ2))
Il est clair que pour aboutir a` la formule (28), il suffit qu’on de´montre que la 2-cochaˆıne
borne´e k : Γ2 −→ R est e´gale au crochet de dualite´, k(γ1 , γ2) =< cx, T (γ1 , γ2) >, ou`
T : Γ2 −→ Zℓ12 (G,R) de´signe un repre´sentant de la cochaˆıne borne´e T qui est de´finie par
l’expression (27).
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En effet, puisque cx : G
2 −→ R est un 2-cocycle borne´ homoge`ne ceci nous permet
d’e´crire pour tous α = Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), β = h(γ1)
−1 et γ = h(γ1γ2) ∈ G qu’on a :
0 = dcx(α, β, γ) = dcx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1, h(γ1γ2))
= cx(h(γ1)
−1, h(γ1γ2))− cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1)h(γ1)
−1, h(γ1γ2))
+ cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1h(γ1γ2))− cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1)
= [cx(h(γ1)
−1, h(γ1γ2)) + cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1h(γ1γ2)]
− [cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1)h(γ1)
−1, h(γ1γ2)) + cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1)]
= −k(γ1 , γ2)
− [cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1)h(γ1)
−1, h(γ1γ2)) + cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1)].
Enfin, en remarquant que le 2-cocycle borne´ cx est homoge`ne il en re´sulte que pour tous
g et h ∈ G on a cx(gh
−1, h) = −cx(g, h
−1). De meˆme, en remarquant que nous avons e´tabli
au de´but de cette de´monstration que
Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1)h(γ1)
−1 = f(σ(γ1), σ(γ2))h(γ1γ2)
−1
ceci entraˆıne :
k(γ1 , γ2) = −[cx(f(σ(γ1), σ(γ2))h(γ1γ2)
−1, h(γ1γ2)) + cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1)]
= −[−cx(f(σ(γ1), σ(γ2)), h(γ1γ2)
−1) + cx(Ψ(σ(γ1))(h(γ2)
−1), h(γ1)
−1)].
D’ou`, pour tous les e´le´ments γ1 et γ2 ∈ Γ on a k(γ1 , γ2) =< cx, T (γ1 , γ2) >. 
De´monstration de la proposition 11. Pour e´tablir l’e´galite´ : σ∗(θ
Ψ,f
) = dT , nous allons
de´velopper l’expression de la cochaˆıne borne´e re´elle < cx, σ
∗(θ
Ψ,f
) >.
Pour cela, nous allons utiliser la formule (28) e´tablie dans l’affirmation pre´ce´dente et le
fait que Fx = sx ◦ f : Π
2 → G controˆle la de´viation de l’application Ψ : Π→ Sym(G,R) a`
eˆtre un homomorphisme (cf. lemme 4 formule (4)).
D’abord, pour tous γ1 , γ2 et γ3 ∈ Γ appliquons l’expression (28) au couple γ1γ2 et γ3 :
Fx(σ(γ1γ2), σ(γ3)) = Ψ(σ(γ1)σ(γ2))(hx(γ3)
−1)hx(γ1γ2)
−1hx(γ1γ2γ3) < cx, T (γ1γ2 , γ3) >
= Fx(σ(γ1), σ(γ2))
−1Ψ(σ(γ1)) ◦Ψ(σ(γ2))(hx(γ3)
−1)[Fx(σ(γ1), σ(γ2))
hx(γ1γ2)
−1]hx(γ1γ2γ3) < cx, T (γ1γ2 , γ3) >
= Fx(σ(γ1), σ(γ2))
−1Ψ(σ(γ1)) ◦Ψ(σ(γ2))(hx(γ3)
−1)
[Ψ(σ(γ1))(hx(γ2)
−1)hx(γ1)
−1]hx(γ1γ2γ3)
< cx, T (γ1 , γ2) >< cx, T (γ1γ2 , γ3) >
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Observons que si on multiplie la dernie`re ligne ci-dessus par l’e´le´ment Fx(σ(γ1), σ(γ2))
(depuis la gauche) on obtient l’expression,
Fx(σ(γ1), σ(γ2))Fx(σ(γ1γ2), σ(γ3)) = Ψ(σ(γ1))[Ψ(σ(γ2))(hx(γ3)
−1)]
Ψ(σ(γ1))(hx(γ2)
−1)hx(γ1)
−1hx(γ1γ2γ3)
< cx, T (γ1 , γ2) < cx, T (γ1γ2 , γ3) >
Ainsi, en utilisant le fait que la de´viation de la bijection Ψ(σ(γ1)) : G → G a` eˆtre un
homomorphisme est controˆle´e par l’expression (11), ∀g¯, h¯ ∈ G,
Ψ(σ(γ1))(g¯)Ψ(σ(γ1))(h¯) = Ψ(σ(γ1))(g¯h¯)[(Ψs(σ(γ1)))
∗(cx)(p(g¯), p(h¯))][cx(p(g¯), p(h¯))
−1]
on pourra e´crire,
Fx(σ(γ1), σ(γ2))Fx(σ(γ1γ2), σ(γ3)) = Ψ(σ(γ1))[Ψ(σ(γ2))(hx(γ3)
−1)hx(γ2)
−1]
hx(γ1)
−1hx(γ1γ2γ3) < cx, T (γ1 , γ2) >
< cx, T (γ1γ2 , γ3) > X(γ1 , γ2 , γ3)(29)
ou` X : Γ3 → R de´signe la cochaˆıne borne´e re´elle de´finie par l’expression suivante :
X(γ1 , γ2 , γ3) = (Ψs(σ(γ1)))
∗(cx)(Ψs(σ(γ2))(h(γ3)
−1), h(γ2)
−1)
−cx(Ψs(σ(γ2))(h(γ3)
−1), h(γ2)
−1)
Remarquons que dans l’expression (29) si on applique la formule (28) on pourra rem-
placer l’e´le´ment Ψ(σ(γ2))(hx(γ3)
−1)hx(γ2)
−1 (mis entre crochets dans (29)) par l’e´le´ment
Fx(σ(γ2), σ(γ3))hx(γ2γ3)
−1 < cx, T (γ2 , γ3) >
−1 on obtient :
Fx(σ(γ1), σ(γ2))Fx(σ(γ1γ2), σ(γ3)) = Ψ(σ(γ1))[Fx(σ(γ2), σ(γ3))hx(γ2γ3)
−1 < cx, T (γ2 , γ3) >
−1]
hx(γ1)
−1hx(γ1γ2γ3) < cx, T (γ1 , γ2) >
< cx, T (γ1γ2 , γ3) > X(γ1 , γ2 , γ3)
= Ψ(σ(γ1))[Fx(σ(γ2), σ(γ3))hx(γ2γ3)
−1]hx(γ1)
−1
hx(γ1γ2γ3) < cx, T (γ2 , γ3) >
−1< cx, T (γ1 , γ2) >
< cx, T (γ1γ2 , γ3) > X(γ1 , γ2 , γ3)
= Ψ(σ(γ1))(Fx(σ(γ2), σ(γ3))[Ψ(σ(γ1))(hx(γ2γ3)
−1)(30)
hx(γ1)
−1hx(γ1γ2γ3)]Y (γ1 , γ2 , γ3) < cx, T (γ2 , γ3) >
−1
< cx, T (γ1 , γ2) >< cx, T (γ1γ2 , γ3) > X(γ1 , γ2 , γ3)
ou` Y : Γ3 → R de´signe la cochaˆıne borne´e re´elle de´finie par l’expression,
Y (γ1 , γ2 , γ3) = cx(f(σ(γ2), σ(γ3)), h(γ2γ3)
−1)
−(Ψs(σ(γ1)))
∗(cx)(f(σ(γ2), σ(γ3)), h(γ2γ3)
−1)
de´duite de la formule (17) qui controˆle la de´viation de la bijection Ψ(σ(γ1)) : G→ G a` eˆtre
un homomorphisme.
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Ci-dessous, pour de´velopper l’expression de la cochaˆıne abe´lienne σ∗(K
x,Ψ
) : Γ3 → Z(G)
qui est e´gale a`,
Ψ(σ(γ1)(Fx(σ(γ2), σ(γ3)))Fx(σ(γ1), σ(γ2γ3))Fx(σ(γ1γ2), σ(γ3))
−1Fx(σ(γ1), σ(γ2))
−1
nous allons remplacer l’e´le´ment Ψ(σ(γ1))(hx(γ2γ3)
−1)hx(γ1)
−1hx(γ1γ2γ3) (mis entre cro-
chets dans (30)) par l’e´le´ment Fx(σ(γ1), σ(γ2γ3))) < cx, T (γ1 , γ2γ3) >
−1 pour obtenir :
Fx(σ(γ1), σ(γ2))Fx(σ(γ1γ2), σ(γ3)) = Ψ(σ(γ1))(Fx(σ(γ2), σ(γ3))Fx(σ(γ1), σ(γ2γ3)))
< cx, T (γ1 , γ2γ3) >
−1< cx, T (γ1 , γ2) >
< cx, T (γ2 , γ3) >
−1< cx, T (γ1γ2 , γ3) >
X(γ1 , γ2 , γ3)Y (γ1 , γ2 , γ3)(31)
Mais comme la repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) est de´finie a` partir d’une
extension de groupes, son 3-cocycle d’obstruction K
Ψ,f
est nul. Ainsi, si on applique la
formule (19) qui donne
K
x,Ψ
= ϕ∗(Kx,Ψ) + (sx)∗(KΨ,f ) ∈ Z(G) ≃ R⊕ Z(G)
on en de´duit qu’en fait la cochaˆıne K
x,Ψ
= ϕ∗(Kx,Ψ) : Π
3 → R. D’autre part, en utilisant
simultane´ment l’expression (31) et l’expression (20) de la proposition 7 on peut e´crire dans
le groupe commutatif additif (Z(G),+) que :
< cx, σ
∗(θ
Ψ,f
)(γ1 , γ2 , γ3) > = ϕ(Kx,Ψ(σ(γ1), σ(γ2), σ(γ3)))
= K
x,Ψ
(σ(γ1), σ(γ2), σ(γ3))
= < cx, T (γ1 , γ2γ3) > − < cx, T (γ1 , γ2) > + < cx, T (γ2 , γ3) >
− < cx, T (γ1γ2 , γ3) > −X(γ1 , γ2 , γ3)− Y (γ1 , γ2 , γ3)(32)
Il devient maintenant clair que pour achever la preuve de la proposition 11 il suffit qu’on
de´montre que le second membre de l’expression (32) est e´gal au crochet de dualite´
< cx, dT (γ1 , γ2 , γ3) >
En effet, si on fait la somme des deux cochaˆınes X : Γ3 −→ R et Y : Γ3 −→ R tout en
appliquant l’expression (27) qui de´finit la cochaˆıne T on voit facilement que pour tous les
e´le´ments γ1 , γ2 et γ3 ∈ Γ on a,
X(γ1 , γ2 , γ3) + Y (γ1 , γ2 , γ3) = < cx, T (γ2 , γ3)−
(
Ψs(σ(γ1))
)
∗
(T (γ2 , γ3)) >
Maintenant, graˆce a` cette remarque on peut re´e´crire le second membre de l’expression
(32) sous la forme :
EXPRESSION DE LA DIFFE´RENTIELLE d3 41
< cx, σ
∗(θ
Ψ,f
)(γ1 , γ2 , γ3) > = < cx, T (γ1 , γ2γ3) > − < cx, T (γ1 , γ2) >
+ < cx, T (γ2 , γ3) > − < cx, T (γ1γ2 , γ3) >
− < cx, T (γ2 , γ3)−
(
Ψs(σ(γ1))
)
∗
(T )(γ2 , γ3) >
= < cx, T (γ1 , γ2γ3) > − < cx, T (γ1 , γ2) >
− < cx, T (γ1γ2 , γ3) > + < cx,
(
Ψs(σ(γ1))
)
∗
(T )(γ2 , γ3) >
= < cx, dT (γ1 , γ2 , γ3) >
Finalement, en passant dans l’espace d’homologie ℓ1-re´duite H
ℓ1
2 (G,R) nous obtenons
l’expression recherche´e σ∗(θ
Ψ,f
) = dT . 
Le re´sultat de la proposition 11 nous permet maintenant de de´duire les deux corollaires
importants suivants.
Corollaire 5. La restriction de la cochaˆıne borne´e T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) sur le sous-groupe
normal i(G) ⊂ Γ repre´sente la classe de cohomologie borne´e g2 ,
[i∗(T )] = [m2 ] = g2 ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R)).
De´monstration. En effet, puisque pour tout g ∈ G on a h(g) = g ; donc en e´valuant la
cochaˆıne T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) sur tous les couples d’e´le´ments (g1 , g2) ∈ i(G)× i(G) ⊂ Γ×Γ
on voit aise´ment que i∗(T )(g1 , g2) = −m2(g
−1
2
, g−1
1
).
D’autre part, puisque pour toute classe de cohomologie borne´e x = [cx] ∈ H
2
b (G,R) et
pour tout couple d’e´le´ments g1 et g2 ∈ G on a les deux relations,
cx(g
−1
1
, g−1
2
) = −cx(g1 , g2) et < cx,m2(g1 , g2) >= cx(g1 , g2)
on en de´duit l’e´galite´ i∗(T )(g1 , g2) = −m2(g
−1
2
, g−1
1
) = m2(g1 , g2) qui entraˆıne l’e´galite´ en
cohomologie : [i∗(T )] = [m2 ] = g2 . 
Corollaire 6. La classe de cohomologie borne´e g2 ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R)) est invariante par
l’action de´finie par la repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) associe´e a` l’extension de
groupes 1→ G
i
→ Γ
σ
→ Π→ 1.
De´monstration. On proce`de comme dans la de´monstration de la proposition 4 rappele´e
ci-dessus (cf. section 3) et qui correspond au corollaire 2 de [6].
Plus pre´cise´ment, il suffit qu’on regarde la 2-cochaˆıne borne´e T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) qui
est de´finie par l’expression (27) comme e´tant une 3-cochaˆıne homoge`ne Γ-invariante :
T ∈ (L(R[Γ3],H
ℓ1
2 (G,R)))
Γ ≃ L(R[Γ2],H
ℓ1
2 (G,R))
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Ensuite, en utilisant l’homomorphisme compose´
(L(R[Γ3],H
ℓ1
2 (G,R)))
Γ →֒ (L(R[Γ3],H
ℓ1
2 (G,R)))
G
i∗
→ (L(R[G3],H
ℓ1
2 (G,R)))
G ≃ L(R[G2],H
ℓ1
2 (G,R))
on de´duit que l’image de la cochaˆıne T via la composition de ces deux morphismes induit
une 2-cochaˆıne Π-invariante sur le groupe G. Ainsi, comme d’apre`s le corollaire 5 on sait
que i∗(T ) = m2 est un 2-cocycle ceci implique que finalement la classe de cohomologie
borne´e g2 = [m2 ] ∈ H
2
b (G,H
ℓ1
2 (G,R))
Π est Π-invariante. 
Si on de´signe par (Ep,q
r,ℓ1
, d
r,ℓ1
) la suite spe´ctrale de Hochschild-Serre associe´e a` l’extension
1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 en cohomologie borne´e a` coefficients dans le Π-module de
Banach H
ℓ1
2 (G,R), on voit que la classe g2 induit un e´le´ment du terme E
0,2
3,ℓ1
, et que la
classe [θ] induit aussi un e´le´ment du terme E3,0
3,ℓ1
.
Pour justifier ces deux faits observons que puisque le terme E0,2
2,ℓ1
= E0,2
3,ℓ1
(cf. lemme 4)
et puisque la classe de cohomologie g2 ∈ E
0,2
2,ℓ1
∼
→ H2b (G,H
ℓ1
2 (G,R))
Π, donc g2 repre´sente
une classe de cohomologie qu’on notera aussi g2 ∈ E
0,2
3,ℓ1
. De meˆme, puisque le terme
E3,0
2,ℓ1
= E3,0
3,ℓ1
(cf. lemme 4) avec E3,0
2,ℓ1
∼
→ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) donc la classe de cohomologie
[θ] ∈ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) repre´sente une classe de cohomologie qu’on notera aussi [θ] ∈ E
3,0
3,ℓ1
.
Rappelons aussi que d’apre`s la de´finition des termes En,03 et E
n,2
3 (cf. 3.2.1) on a :
En,03 =
Zn,03
Zn+1,−12 +B
n,0
2
et En,23 =
Zn,23
Zn+1,12 +B
n,2
2
Ainsi, puisque la diffe´rentielle totale d∗ = dΠ + (−1)
pdU du complexe diffe´rentiel double
filte´ verticalement,
∀p, q ∈ N, Kp,q := Cpb (Π, U
q) ou` U q := LG(R[Γ
q+1], V )
envoie le sous-espace Zn,23 dans le sous-espace Z
n+3,0
3 (i.e. dn+2(Z
n,2
3 ) ⊆ Z
n+3,0
3 ) nous
avons de´fini la diffe´rentielle dn,23 : E
n,2
3 −→ E
n+3,0
3 en passant aux espaces quotients par
l’expression (cf. 3.2.1),
∀x ∈ Zn,23 , d
n,2
3 ([x]) := [dn+2(x)]
Donc, si en particulier on prend V = H
ℓ1
2 (G,R) et n = 0 on voit que la diffe´rentielle
d0,2
3,ℓ1
: E0,2
3,ℓ1
−→ E3,0
3,ℓ1
est induite par la diffe´renielle totale d3 : Z
0,2
3 −→ Z
3,0
3 ou`
Z0,23 := {x ∈ F
0
vTot(K
∗,∗)2 ; d2(x) ∈ F
3
vTot(K
∗,∗)3}
= {x ∈ Tot(K∗,∗)2 ; d2(x) ∈ C
3
b (Π, U
0)}
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et
Z3,03 := {x ∈ F
3
vTot(K
∗,∗)3 ; d3(x) ∈ F
6
vTot(K
∗,∗)4}
= {x ∈ C3b (Π, U
0) ; d3(x) = 0}
Avec les discussions pre´ce´dentes on peut maintenant de´montrer le the´ore`me principal B.
The´ore`me principal B. La diffe´rentielle d0,2
3,ℓ1
: E0,2
3,ℓ1
−→ E3,0
3,ℓ1
de la suite spectrale de
Hochschild-Serre associe´e a` l’extension de groupes discrets 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 en
cohomologie borne´e a` coefficients dans le Π-module de Banach H
ℓ1
2 (G,R), envoie la classe
g2 ∈ E
0,2
3,ℓ1
sur la classe [θ] ∈ E3,0
3,ℓ1
.
De´monstration. D’abord, notons que la cochaˆıne borne´e T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) (cf. pr. 11)
peut eˆtre vue comme e´le´ment de l’espace vectoriel C0b (Π, U
2) parce que on a :
T ∈ L(R[Γ2],H
ℓ1
2 (G,R)) ≃ (L(R[Γ
3],H
ℓ1
2 (G,R)))
Γ =⇒ T ∈ (L(R[Γ3],H
ℓ1
2 (G,R)))
G = U2
Ainsi, comme le cobord d2T = σ
∗(θ
Ψ,f
) (cf. pr. 11) induit un e´le´ment de l’espace
vectoriel C3b (Π, U
0) il s’ensuit que la cochaˆıne borne´e T ∈ Z0,23 , son cobord d2T ∈ Z
3,0
3 et
que par conse´quent
d0,2
3,ℓ1
([T ]) = [d2T ] ∈ E
3,0
3,ℓ1
D’autre part, puisque d’apre`s les corollaires 5 et 6, la restriction de la cochaˆıne borne´e
T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) au sous-groupe normal i(G) ⊂ Γ repre´sente la classe de cohomologie
borne´e Π-invariante g2 ∈ E
0,2
3,ℓ1
= E0,22,ℓ1
∼
→ H2b (G,H
ℓ1
2 (G,R))
Π, et comme d’apre`s la propo-
sition 10 le cobord de la cochaˆıne borne´e T : Γ2 → H
ℓ1
2 (G,R) repre´sente la classe de coho-
mologie borne´e [θ] ∈ E3,0
3,ℓ1
∼
→ H3b (Π,H
ℓ1
2 (G,R)) on conclut finalement que la diffe´rentielle
d3,ℓ1(g2) = [θ] ∈ E
3,0
3,ℓ1
. 
5.2. Preuve du the´ore`me principal C. Soit 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1 une extension
de groupes discrets et θ : Π → Out(G) sa repre´sentation exte´rieure. D’apre`s [6], il existe
trois suites spectrales de Hochschild-Serre en cohomologie borne´e a` coefficients dans les
Π-modules de Banach H2b (G,R), H
ℓ1
2 (G,R) et R (qui est trivial) dont les termes sont
de´signe´s respectivement par (Ep,q
r,∞
, dp,q
r,∞
), (Ep,q
r,ℓ1
, dp,q
r,ℓ1
) et (Ep,q
r
, dp,q
r
). Rappelons aussi qu’au
paragraphe 3.3 nous avons fait remarquer que les diffe´rentielles de ces trois suites spectrales
commutent avec le cup-produit dans la relation suivante,
dp+p
′,q+q′
r (x
p,q
∞
∪ xp
′,q′
ℓ1
) = dp,q
r,∞
(xp,q
∞
) ∪ xp
′,q′
ℓ1
+ (−1)p+qxp,q
∞
∪ dp
′,q′
r,ℓ1
(xp
′,q′
ℓ1
).
De meˆme, notons que l’identite´ e´tablie dans le the´ore`me principal A,
x = x ∪ g2 , ∀x ∈ H
2
b (G,R)
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permet d’obtenir un isomorphisme canonique
∪g2 : E
n,0
2,∞
→ En,2
2
x
∞
→ x
∞
∪ g2
dont le morphisme inverse associe a` tout vecteur x ∈ En,2
2
un unique vecteur x
∞
∈ En,0
2,∞
tel que, x = x
∞
∪ g2 .
Finalement, observons que puisque en cohomologie borne´e re´elle le terme En,2
2
se surjecte
sur le terme En,2
3
(cf. lemme 3) et comme on a aussi En+3,0
2
= En+3,0
3
(cf. lemme 3), on
en de´duit que la diffe´rentielle dn,23 : E
n,2
3 → E
n+3,0
3 transforme l’expression x = x∞ ∪ g2
comme suit,
dn,2
3
(x) = dn,2
3
(x
∞
∪ g2)
= dn,0
3,∞
(x
∞
) ∪ g2 + (−1)
nx
∞
∪ d0,2
3,ℓ1
(g2)
= 0 ∪ g2 + (−1)
nx
∞
∪ [θ] = (−1)nx ∪ [θ].
Corollaire A. L’ope´rateur de transgression δ : H2b (G,R)
Π → H3b (Π,R) associe´ a` la
repre´sentation exte´rieure θ : Π → Out(G) de l’extension 1 −→ G
i
−→ Γ
σ
−→ Π −→ 1
est e´gal a` la diffe´rentielle d0,2
3
: E0,2
3
→ E3,0
3
.
De´monstration. Il suffit de remarquer que d’apre`s la proposition 7 et l’expression (22) (cf.
cor. 4), si cx : G
2 → R de´signe un 2-cocycle borne´ homoge`ne invariant par θ : Π→ Out(G)
il en re´sulte que pour tout noyau abstrait (Ψ, f) de θ l’expression suivante (cf. (20)),
ϕ∗(Kx,Ψ) =< cx, θΨ,f (α, β, γ) >= cx(Ψ(α)(f(β, γ), f(α, βγ)) − cx(f(α, β), f(αβ, γ))
de´finit un 3-cocycle re´el borne´ sur le groupe Π qui repre´sente a` la fois les classes de coho-
mologie borne´e : δ([cx]) = [ϕ∗(Kx,Ψ)] (cf. [3] et [4]) et d3([cx]) = (−1)
0[cx] ∪ [θ]. 
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